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RESUMO

NUNES, Victor Arantes. A Utilizacdo dos Jogos Lotéricos para o Ensino de
Probabilidade no Ensino Médio. 2015. 102p. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional — PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de

Matematica, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

Esse trabalho procura destacar a importancia do ensino de Probabilidade no Ensino Médio,
assunto no qual geralmente os professores tem certa dificuldade em transmitir o conteido aos
seus alunos. E destacada a relevancia da Probabilidade, dado seu vasto campo de aplicagéo,
seja na Estatistica, Fisica ou na Engenharia. Foi realizada uma revisdo bibliografica, onde
abordou-se o lado histérico dos jogos de azar e também foram discutidos os aspectos tedricos
da probabilidade bésica, essencial para a boa compreensdo do conteddo. Em seguida,
analisou-se minuciosamente as loterias federais, assim como suas caracteristicas, regras
béasicas e probabilidades de se vencer em cada uma delas. Por fim, o presente trabalho sugere
uma metodologia de ensino baseada nos jogos lotéricos, com atividades pedagogicas
diferenciadas, com o objetivo de motivar e facilitar o entendimento dos alunos do Ensino

Médio, bem como estimular os docentes, fugindo da forma tradicional de se lecionar.

Palavras-chave: Ensino, Probabilidade, jogos lotéricos.



ABSTRACT

NUNES, Victor Arantes. The use of lotteries to Probability Teaching in High School.
2015. 102p. Dissertation (Professional Master's in Mathematics in National Network —
PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

This work seeks to highlight the importance of teaching probability in high school subject in
which teachers usually have some difficulty in transmitting content to their students. It
highlighted the relevance of probability, given its broad scope, either in Statistics, Physics or
Engineering. A literature review, which approached the historical side of gambling and have
also discussed the theoretical aspects of basic probability, essential for good understanding of
the content was performed. Then analyzed thoroughly federal lotteries, as well as its
characteristics, basic rules and odds of winning in each of them. Finally, this paper suggests a
teaching methodology based on lotteries, with different educational activities, in order to
motivate and facilitate the understanding of high school students and encourage teachers,

escaping the traditional way of teaching.

Keywords: teaching, probability, lotteries.
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INTRODUCAO

Apresento a dissertagdo intitulada “A Utilizacao dos Jogos Lotéricos para o
Ensino de Probabilidade no Ensino Médio”, que se insere na linha de pesquisa sobre
formacdo de professores de matematica do programa de poOs-graduacdo Stricto Sensu,
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, da Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ) em parceria com a Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM).

O interesse por esse objeto de estudo — O Ensino de Probabilidade — tem relacéo
com a minha experiéncia profissional. Atuo como Professor de Matematica da Educacao
Bésica e Ensino Superior, lecionando a cadeira de Probabilidade e Estatistica (entre outras)
para o curso de Engenharia.

A probabilidade ndo é unanimidade na preferéncia dos discentes do Ensino Médio no
momento em que se deparam com esse assunto em sala de aula. Seja pela forma como o
professor passa o contetdo, seja pela maneira mecanica como os livros abordam o tema, a
verdade € que a maioria dos alunos tém muito pouco interesse e extrema dificuldade em
aprender probabilidade. O fato é preocupante se for considerado o vasto campo de suas
aplicacdes, tanto as classicas, como os calculos atuariais e jogos de azar, quanto as modernas,

como probabilidades na Fisica, Estatistica e Engenharia.

Em vista do que foi apresentado, o presente estudo tem o intuito de elaborar uma
metodologia diferenciada de ensino, com base na analise das loterias federais. A escolha do
tema loteria foi estratégica, pois apostas em jogos de azar, como por exemplo a MegaSena, é
costume do brasileiro e esta enraizado em nossa cultura. O objetivo é cativar o aluno com
situacOes do cotidiano e despertar nele o interesse pela probabilidade e assim facilitar seu

aprendizado.

O trabalho foi estruturado de forma que visa facilitar a leitura e o entendimento do
leitor. No capitulo 1, é realizada uma abordagem histérica dos jogos de azar desde 0s
primdérdios da civilizacdo, incluindo curiosidades em relacdo aos principais jogos conhecidos
nos dias de hoje. E destacada a criacdo da loteria no Brasil e no mundo. Também no primeiro
capitulo, foi abordado o surgimento dos primeiros conceitos de probabilidade, com destaque
para 0s matematicos envolvidos. No capitulo 2, é exposto o lado conceitual da Teoria das
Probabilidades, fornecendo ao leitor recursos minimos necessarios para 0 bom entendimento

deste trabalho. E bom que se enfatize que a abordagem conceitual limitou-se aos topicos de
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probabilidade, uma vez que os conhecimentos relacionados & analise combinatdria (contetudo
essencial para o entendimento de probabilidade) ndo sdo o foco do trabalho. No capitulo 3, é
feita uma apresentacdo das loterias federais de prognésticos do Brasil, dando ao leitor
informacdes sobre arrecadacdo por parte do governo, preco dos bilhetes e formas de apostar.
E realizado também os célculos das probabilidades de ganhar em cada uma das loterias, com
todos os tipos de apostas possiveis. Por fim, no capitulo 4, foi proposta uma atividade
pedagogica chamada “Quem quer ser um milionario?”, dividida em quatro etapas, envolvendo
as loterias federais. O objetivo final € estimular o aluno e promover seu aprendizado de forma
mais dindmica, e a0 mesmo tempo, fazer com que o professor se recicle e se torne um

verdadeiro agente de mudangas.

15



CAPITULO |

FATOS HISTORICOS

1.1 A Historia dos jogos de azar

Segundo o dicionario Aurélio, jogo é “atividade fisica ou mental fundada em sistema
de regras que definem a perda ou ganho” ¢ azar ¢ “casualidade, acaso”. Assim, jogos de azar
seriam 0s jogos nos quais a possibilidade de ganhar ou perder independe da destreza do

jogador, sendo unicamente a sorte (ou azar) o fator responsavel pelo resultado.

Os jogos de azar exercem um grande fascinio no homem e talvez por essa razdo
sempre estiveram presentes na histéria da humanidade. Temos alguns exemplos classicos em
que, segundo Breinstein (1997, p.12), os soldados de Poncio Pilatos sortearam o0 manto de
Cristo enquanto ele padecia na cruz e o conde de Sandwich inventou a refei¢do que tem seu
nome (sanduiche) para ndo precisar se afastar da mesa de jogo para comer. Até mesmo a
grande explosdo que deu origem ao mundo, o que a ciéncia chama de Big Bang, ja foi
explicada de forma diferente. De acordo com a mitologia grega, houve um enorme jogo de
dados entre trés irmaos: Zeus, Poseidon e Hades. O primeiro ganhou os céus, Poseidon ficou

com os mares e Hades, o perdedor, acabou por tornar-se o senhor dos infernos.

Os primeiros registros de jogos de azar conhecidos sdo extremamente antigos.

O jogo de azar mais antigo que se conhece foi uma espécie de jogo de
dados com o chamado astralago ou 0sso metatarsico. Este antigo ancestral
dos dados atuais era um 0sso quadrado retirado do tornozelo de carneiros
ou veados, sdlido, sem tutano e duro a ponto de ser praticamente
indestrutivel. Astralagos apareceram em escavacgdes arqueolégicas em
vérias partes do mundo. Pinturas de tumbas egipcias retratam jogos com o
astralago datando de 3500 a.C. e vasos gregos mostram jovens atirando os
0ss0s para dentro de um circulo. Embora o Egito punisse os jogadores
compulsivos, forcando-os a polir pedras para as piramides, as escavacdes
mostram que os préprios faraés usavam dados chumbados em seus jogos.
O jogo de dados (craps), um invento norte americano, deriva de diferentes
jogos de dados trazidos da Europa pelos cruzados. Esses jogos
costumavam ser chamados de jogos de "azar", de al zahr, a palavra arabe
para dados (BERNSTEIN, 1997, p.12).
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Historicamente, nos paises de origem judaico-cristd, os jogos de azar eram
considerados proibidos. Apesar disso, houve um bispo belga chamado Wibold, por volta de
960 d.C., que criou um jogo de dados moral. Ele enumerou 56 virtudes e atribuiu cada uma
delas aos possiveis resultados do langamento de trés dados (VILALI, 2008).

Em relagio aos jogos de cartas, ha indicios de que tenham surgido na Asia. Porém, sua
popularizacdo se deu na Europa nos séculos XIV e XV, com o desenvolvimento dos
processos de impressdo. Um dos jogos de cartas mais famosos, o poéquer, na forma como
conhecemos hoje em dia, comecou a ser jogado nos Estados Unidos por volta de 1800, e seu
desenvolvimento sempre esteve ligado a evolugdo do “jogo comercial”. A figura abaixo

retrata uma partida de poquer disputada no Estado de Mississipi no século XI1X.

Figura 1. Jogo de péquer no Mississipi no século X1X

(http://www.historiadopoker.pokersemdeposito.com/)

A roleta, que nos cassinos é um dos jogos prediletos, originou-se na Franca no século
XVIII. E formada por 36 elementos organizados em 3 colunas de 12 n(imeros e um espaco
separado para 0 zero. As chamadas apostas simples sao: tirar nUmeros pares ou impares, tirar

vermelho ou preto, e tirar nimeros menores (de 1 a 18) ou nimeros maiores (de 19 a 36).
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Umas das modalidades mais populares de jogos de azar, a loteria (principal foco desse
trabalho), consiste no sorteio, geralmente de ndmeros, em troca de um prémio. Formas
primitivas de sorteio ja existiam entre povos como romanos, chineses e egipcios. Porém,
apenas em 1538, na Franca, o Estado teve a iniciativa de regulamentar os concursos em

beneficio dos cofres publicos.

No Brasil, a loteria surgiu em 1784. A primeira que se tem conhecimento aconteceu
em Vila Rica (atual Ouro Preto - MG). Com a quantia arrecadada, foi possivel construir o
prédio da Camara dos Vereadores e da Cadeia Publica. Com o sucesso imediato, a préatica das
loterias espalhou-se por todo o pais. O primeiro regulamento sobre o funcionamento das
loterias no Brasil foi criado pelo imperador D. Pedro 11, através do decreto n° 357, de 27 de
abril de 1844.

Até 1961, a administracdo das loterias era feita por particulares, quando o entdo
presidente Janio Quadros criou a loteria federal e determinou que apenas o Estado teria a
autonomia para legislar sobre o sistema de sorteios. Atualmente, 0s jogos de azar sdo
proibidos no Brasil, exceto os regularizados e controlados pela Unido, que desde entdo, detém

seu monopdlio através da Caixa Econémica Federal.

1.2 O Surgimento da Probabilidade

Vérios sdo os fatos histdricos relatados que deram inicio ao surgimento e uso das
probabilidades. A verdade é que a probabilidade surgiu do interesse do homem em estudar os
fendmenos que envolviam determinadas possibilidades. Um dos mais conhecidos problemas,
e que marcou o inicio da analise sistematica da probabilidade, foi o proposto pelo monge
Paccioli em 1494, conhecido como o Problema dos Pontos, que consiste em determinar como
devera ser feita a divisdo das apostas quando um jogo é interrompido antes do término. Mais
precisamente, suponhamos uma partida entre dois jogadores, na qual o vencedor sera aquele
que conseguir fazer seis pontos primeiro. A partida € interrompida quando o jogador A tem 5
pontos e o jogador B, 3 pontos. Sendo assim, como deveriam ser divididas as quantias
apostadas? A solucdo sugerida é dividir as apostas proporcionalmente as chances de cada
jogador sair vitorioso da partida. Obviamente, o jogador A tem mais chances de vencer em

relacdo ao jogador B. Mas qudo maiores sdo as chances e quao pequenas sdo as chances do B?

18



Em 1654, o Problema dos Pontos foi colocado para Pascal por um intelectual francés
apaixonado por jogos, Chevalier de Méré, que ficou imortalizado por essa participacdo no
nascimento da teoria da probabilidade. Esse fato deu inicio a uma série de troca de cartas
entre Pascal e Fermat, publicadas em 1679, onde estabeleceram uma forma para se calcular
probabilidades e resolveram o problema proposto por Paccioli (GADELHA, 2004).

O primeiro trabalho publicado sobre teoria da probabilidade foi, segundo Gadelha

(2004, p.5), um pequeno livro intitulado De Ratiociniis in Ludo Aleae, escrito em 1657 por

Christiaan Huygens. Essa obra foi inicialmente publicada como apéndice no livro
Exercitationum Mathematicarum de Frans van Schooten. A figura abaixo ilustra a capa do

referido livro.

Figura 2. Livro Exercitationum Mathematicarum de Frans van Schooten

(https://www.vialibri.net/552display_i/year 1657 0_493098.html)
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O livreto de Huygens era composto por uma série de 14 problemas resolvidos
envolvendo jogos de azar e se tornou bastante famoso, sendo utilizado até o século 18 como
livro de introducdo a teoria da probabilidade. Ele provavelmente foi o primeiro a enxergar
claramente o aparecimento de uma nova e importante teoria matematica quando escreveu que
“...ndo estamos tratando apenas com jogos mas com os fundamentos de uma nova teoria, tanto

profunda como interessante.”

Nos dias de hoje, a teoria das probabilidades tem grande utilizacdo em outras areas da
Matematica (como por exemplo Calculo e Estatistica), da Biologia (como a Genética), da
Fisica, da Engenharia, da Economia, da Sociologia, das Ciéncias Atuariais, da Informatica,
etc.
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CAPITULO 11

PROBABILIDADE: ASPECTOS CONCEITUAIS

Neste capitulo trataremos de forma concisa alguns conceitos importantes para o
desenvolvimento da atividade proposta, sempre com a utilizacdo de exemplos praticos, de
forma a propiciar ao leitor os recursos minimos necessarios para o bom entendimento deste
trabalho. Nao serd abordado o estudo de Analise Combinatoria, pré-requisito indispensavel
para o aprendizado de probabilidade, uma vez que o objetivo desse trabalho é apresentar uma
proposta pedagdgica para o ensino de probabilidade a alunos que ja possuem tal

conhecimento. Sendo assim, sugerimos um estudo prévio de tais conceitos.

2.1 Experimento Aleatorio

Para Morgado (2006, p.113), “experiéncias que repetidas sob as mesmas condigdes
produzem geralmente resultados diferentes sdo chamadas de aleatdrias.” Um experimento
aleatorio é aquele que possui variabilidade em seus resultados, ou seja, ao se repetir o mesmo
experimento sob as mesmas condi¢bes, 0s resultados sdo imprevisiveis. Experimentos

aleatdrios séo o objeto de estudo do célculo de probabilidades. Alguns exemplos:

e lancar um dado e obter a face 2;

e retirar uma bola azul de uma urna na qual se encontram 5 bolas verdes e 6 bolas

azuis;

e apostar 6 nimeros num jogo de loteria e acertar a quadra.
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2.2 Espago Amostral

O espaco amostral de um experimento aleatorio € o conjunto dos resultados possiveis

para aquele experimento. S&o exemplos de espaco amostral:

e quando lancamos uma moeda, existem duas possibilidades: obter cara (c) ou
obter coroa (k). Logo, o espago amostral do experimento é o conjunto:
S ={c,k}.

¢ lancando um dado com 6 faces e verificando a face voltada pra cima, teremos o

seguinte espaco amostral: S={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

e lancando um dado e uma moeda, 0 espaco amostral seria 0 conjunto:
S={(1.c), (1k), (2,c), (2,K), (3,c), BK), (4,c), (4K), (5.), (5.k), (6,), (6,K)}

2.3 Evento de um experimento aleatorio

Qualquer subconjunto do espaco amostral € chamado de evento. Por exemplo:

Jogando um dado ideal com 6 faces e anotando a face voltada pra cima, ja sabemos que
teremos o0 seguinte espaco amostral: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Desse experimento, podemos citar

alguns eventos:

a) a face voltada pra cima ser um nimero par: E = {2, 4, 6};

b) a face voltada pra cima ser um namero impar: E = {1, 3, 5};

c) a face voltada pra cima ser um nimero maior que 3: E = {4, 5, 6};

d) a face voltada pra cima ser um numero que pertenga ao intervalo de 1 a 6:
E={1,2,3,4,5, 6} (Evento certo);

e) aface voltada pra cima ser um numero negativo: E = { } (Evento Impossivel).
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2.4 Operagdes com eventos aleatorios: Unido, Intersecdo e Complementar

e Unido:

Se A e B séo dois eventos quaisquer, entdo a unido de A e B gera um novo evento que
corresponde a ocorréncia de pelo menos um deles. Isso quer dizer que pode ocorrer apenas 0
evento A, apenas 0 evento B ou ambos simultaneamente. Representamos esse evento da

seguinte forma: A U B.

Figura 3. Unido de dois eventos: AU B

AURB

=
4

o

Exemplo:

Consideremos uma urna que contém 10 bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se uma
bola ao acaso. Assim teriamos o seguinte espaco amostral: S ={1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Sejam os eventos A = “ser retirada uma bola com niimero par” e B = “ser retirada uma bola

com numero maior que 4”. Entdo: A= {2,4,6,8,10} e B={5,6,7,8,9, 10}. Logo:

AUB ={2,4,5,6,7,8,9,10}.
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e Intersecdo

Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo a intersecdo de A e B é equivalente a

ocorréncia simultanea de ambos. Representamos esse evento da seguinte forma: A N B.

Figura 4. Intersecdo de dois eventos: A N B

L

_ANnB

Exemplo:

Utilizaremos o exemplo anterior em que uma urna contém 10 bolas, numeradas de 1 a
10 e uma bola é retirada ao acaso. Teriamos 0 mesmo espa¢o amostral: S ={1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
8,9, 10}. Usaremos também os mesmos eventos A = “ser retirada uma bola com niimero par”
e B =“ser retirada uma bola com niimero maior que 4”. Entdo: A = {2,4, 6, 8, 10} e B= {5,
6, 7, 8, 9, 10}. Assim, temos que 0 evento A N B devera ser “uma bola com nimero par” e

“uma bola com numero maior que 4” simultaneamente. Assim:

ANB={6,8, 10}
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e Exclusdo
Se A e B séo dois eventos quaisquer, entdo eles serdo mutuamente exclusivos quando

ndo puderem ocorrer simultaneamente, ou seja, quando ndo possuirem elementos em comum.
Entdo a intersecdo entre eles serd o conjuntos vazio, isto é, AN B = @.

Figura 5. Eventos mutuamente exclusivos: AN B=0

&
w

Exemplo:

Vamos considerar dessa vez o experimento “langamento de dois dados”. Sejam 0s
eventos A = “soma das faces ¢ um niimero primo” ¢ B = “soma das faces € um ndmero
maior que 11”. Entdo A = {2, 3, 5, 7, 11} e B = {12}. Logo, A e B sdo mutuamente
exclusivos, pois:

ANB=09.

e Complementar

O complementar de um evento qualquer A, representado por 4 ou A€, é a negacdo de
A. Sendo assim, o complementar de A €, portanto, formado pelos elementos que ndo fazem
parte do evento A. Logo, S = A U A°.
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Figura 6. Complementar de um evento A: A€

Exemplo:

Vamos considerar o experimento do langamento de um dado com 6 faces e o evento A

= “face impar”. Dessa forma, teremos A° como sendo o evento “face par”. Assim, A = {1, 3,

5}e A°={2, 4,6} Notemosque S={1, 2,3,4,5,6} =AU A°.

Finalmente, definimos abaixo o conceito de probabilidade quando temos um espaco

amostral finito e com elementos equiprovaveis.

2.5 Definicdo Classica de Probabilidade

Seja A um evento de um espaco amostral S finito, de resultados equiprovaveis. A
férmula matematica para o calculo da probabilidade desse evento A, denotado por P(A), é

dada por:

total de casos favoraveis _ n(A)

P(4) =

total de casos possiveis - n(s)’
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Sendo n(A) e n(S) as quantidades de elementos de A e de S, respectivamente.

A probabilidade, assim definida, sempre € um nimero em [0,1], com P(S) =1 e
P(@)=0.

Exemplos:

1) No lancamento de dois dados distintos, qual a probabilidade de que a soma dos dois

nameros tirados seja 5?
Solucao:

Como temos 6 possibilidades em cada dado, o espaco amostral seria representado por
36 pares possiveis: 6 X 6. Vamos representa-lo numa tabela de dupla entrada:

Tabela 1. Tabela de dupla entrada

Dados 1 2 3 4 5 6
1 (1,1) (1,2 (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Observamos que os 4 pares assinalados na tabela acima atendem ao proposto no
problema, pois1 +4=5,2+3=5 3+2=5e4 +1=5. Portanto a probabilidade pedida

sera:

pay=") 4 1y
()_n(S)_36_9= o
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2) Em uma urna existem 20 fichas numeradas de 1 a 20. Retirando-se uma ficha dessa

urna, determine a probabilidade do numero retirado ser:
a) primo.

Antes de mais nada, vamos definir o espaco amostral desse experimento em questéo.
Como existem 20 fichas e retiraremos apenas uma, 0 espaco amostral é facilmente
encontrado: S={1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}. Logo, n(S)
= 20.

O evento A “ficha retirada ser um namero primo” € {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}. Entdo,
n(A4) =8.

Portanto a probabilidade P(A) = % = % = é = 40%.

b) multiplo de 6.

O evento A “ficha retirada ser um nimero multiplo de 6” ¢ {6, 12, 18}. Entdo, n(4) =

- 3
Portanto a probabilidade P(A) = % = 5= 15%.

C) par.

O evento A “ficha retirada ser um numero par” ¢ {2, 4, 6, 8§, 10, 12, 14, 16, 18, 20}.
Entdo, n(A) = 10.

Portanto a probabilidade P(A4) = % = % = 50%.

d) menor que 7.

O evento A “ficha retirada ser um numero menor que 7” ¢ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Entao,
n(A) = 6.
ili — w = i = 0,
Portanto a probabilidade P(4) = " 70 30%.
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e) impar maior que 7.

O evento A “ficha retirada ser um nimero impar maior que 7” ¢ {9, 11, 13, 15, 17,

19}. Entéo n(A4) = 6.

—

Portanto a probabilidade P(4) = % =2

= 30 30%.

2.6 Probabilidade da Unido de Eventos

Considerando dois eventos quaisquer, A e B, de um mesmo espaco amostral S, entdo
n(A U B) =n(A) + n(B) —n(A n B) . Devemos retirar o nimero de elementos da intersecdo

n(A n B) apenas uma vez, pois ele foi contado duas vezes (umaem A e uma em B).

Dessa forma, dividindo ambos os membros da igualdade por n(Q), teremos:

n(AUB) _ n(A) , n(B) n(AnB)
nQ)  n@ n@Q) n(Q)

, logo

P(A U B) = P(A) +P(B) — P(A n B).
Exemplos:

1) Em uma sacola existem 10 bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se uma bola ao

acaso. Qual a probabilidade de seu nimero ser par ou maior que 4?

Solucéo:
Ao analisar esse problema, vemos que ele é composto por dois eventos:
A - retirar um nmero par;

B - retirar um namero maior que 4.

Portanto A={2, 4, 6, 8, 10} com n(A) =5 e B={5, 6, 7, 8, 9, 10} com n(B) = 6.
Como o célculo dessa probabilidade é exatamente o calculo da probabilidade da unido desses
dois eventos, devemos também determinar o conjunto A n B = {6, 8, 10}, o que nos da n(A N
B) = 3.
3 8

5 6
Dessa forma, temos que P(A U B) = P(A) + P(B)—P(A n B) = o + o 10 1o

29



2) Considere um baralho convencional de 52 cartas que possua 4 naipes: copas, ouro,
paus e espadas, com 13 cartas cada naipe. Uma carta é retirada ao acaso desse baralho. Qual a

probabilidade de que a carta retirada seja uma dama ou uma carta de copas?

Solucéo:

Identificamos, nesse problema, que temos que calcular a probabilidade da unido de

dois eventos. Sdo eles:
A- obter-se uma dama;
B- obter-se uma carta de copas.

H& 4 damas e 13 cartas com o naipe copas no baralho: n(A) =4 e n(B) = 13.
Sabemos que uma das quatro damas existentes possui 0 naipe copas. Para calcularmos essa
probabilidade temos também que determinar o conjunto A N B = {dama de copas}, comn(A n B) =

1.

Portanto, P(A U B) = P(A) + P(B) —P(A n B) = %4- 13_1_16_ 4

52 52 52 13"

2.7 Probabilidade da Unido de Eventos Mutuamente Exclusivos

Dois eventos, A e B, de um experimento aleatério, sdo ditos mutuamente exclusivos quando

ndo podem ocorrer simultaneamente. Em outras palavras, é quando ndo h& intersecdo em seus

conjuntos, ou seja, A N B = @. Assim, temos que P(A n B) = 0.
Portanto, P(A U B) = P(A) + P(B).
Exemplo:

1) Retira-se de um baralho de 52 cartas, uma carta ao acaso. Queremos determinar a

probabilidade de ela ser de espadas ou de ouros.
Solucéo:
Nesse problema, temos a unido dos seguintes eventos:

A — a carta retirada ser do naipe espadas,
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B — a carta retirada ser do naipe ouros

Notamos que ndo h& a possibilidade de que esses dois eventos ocorram

simultaneamente, portanto sdo mutuamente exclusivos e P(A n B) = 0.

Como existem 13 cartas de cada naipe no baralho, temos que P(A) = g e P(B) = g Dessa

forma, temos P(A U B) = P(A) + P(B —13+13—26—1
' )PP =T T T

2.8 Probabilidade de ndo Ocorrer um Evento

Sabemos que um determinado evento A pode ocorrer (Sucesso) ou ndo ocorrer
(insucesso). Iremos representar por A a negacdo do evento A. Dizemos entdo que A é evento

complementar de A, ou, em outras palavras, que A e A s&o eventos complementares.

Sabemos que como A U A = S, entdo podemos escrever P(A U A) = P(S). Como A
e A sdo eventos mutuamente exclusivos, temos que P(S) = P(A U 4) = P(A) + P(4), e

como P(S) = 1,temos 1 = P(A) + P(4), o quenoslevaaP(4) =1 — P(A).
Exemplo:

1) No langamento de dois dados com 6 faces cada, qual a probabilidade da soma nao

ser um ndmero primo?
Solucéo:

Temos a possibilidade de considerar esse evento como sendo o complementar do

evento “a soma ser um nimero primo”.

Assim, vamos calcular a probabilidade de A: “a soma ser um niimero primo”. Como
0s nameros primos de 1 a 12 séo 2, 3, 5, 7 e 11, temos que 0s pares cuja soma resulta num
desses numeros sdo: (1,1), (1,2), (1,4), (1,6), (2,1), (2,3), (2,5), (3,2), (3,4), (4,1), (4,3), (5,2),
(5,6), (6,1) e (6,5).
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Logo, P(A)=:—Z. Por consequéncia, temos que a probabilidade do evento

complementar “a soma nao ser um numero primo” ¢:

— 15 21
PA)=1-PA)=1-2==.

Notemos que em Vérias situacdes € mais fécil calcular a probabilidade do complementar e usar

€SSa regra.

2.9 Probabilidade Condicional

Chamamos de probabilidade condicional, a probabilidade de ocorrer um evento B,
tendo ocorrido o evento A, e representamos por P(A/B). Notamos que, 0 numero de casos
favoraveis a realizacdo de B, tendo ocorrido A, € n(A N B). Assim, como ja se sabe que
ocorreu 0 evento A, a quantidade de resultados possiveis para determinado experimento
reduz-se a n(A) (JULIANELLI, 2009).

Dessa forma, temos que:

p(B /Ay — totalde casos favordveis _ n(AnB)
(B/A) = total de casos possiveis na) '

Se n(A) # 0, podemos dividir numerador e denominador por n(£2) e assim teremos:

Logo, chegamos a definicdo de probabilidade condicional:

P(A N B)

P(B/M) = —5

,se P(A) # 0.
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Exemplo:

1) Considere uma urna com 100 bolas, numeradas de 1 a 100. Sorteia-se uma bola e
sabe-se que ela é par. Vamos calcular a probabilidade do nimero da bola sorteada ser

maltiplo de 10.
Solucao:
Temos nesse problema os eventos:
A — 0 namero é par. Logo, n(A) = 50;
B — 0 nimero € multiplo de 10. Logo, n(B) = 10.
E ainda:
A N B-—o0numero é par e maltiplo de 10. Logo, n(ANnB) =10

Portanto, a probabilidade do nimero sorteado ser maltiplo de 10, tendo conhecimento

que a bola sorteada € par, é:

[N

10

_P(AnB)_m B

P(B/A) = A —5_0 =z
100

2.10 Eventos Independentes

Dois eventos sao ditos independentes se a probabilidade de ocorrer um independe da

ocorréncia do outro. Nesse caso, P(B/A) = P(B).
Portanto, para dois eventos independentes, chegamos a conclusdo que:

P(A N B)

P(B/A) = P(B) =—5on

,logo

P(ANB) = P(A).P(B).
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Exemplo:

1) Uma moeda e um dado sdo lancados simultaneamente. Qual a probabilidade de

ocorrer coroa e numero primo?
Solucao:

Vamos primeiramente determinar o espaco amostral, que, considerando C igual a cara

e K coroa, fica da seguinte forma:
Q= {(1,c), (1,k), (2,¢), (2,k), (3,¢), (3,k), (4,¢), (4,k), (5,¢), (5,k), (6,¢), (6,K)} -~ n(Q) =12

Temos também os seguintes eventos:

A —ocorrer coroa. Logo, P(A) = 1‘;2 = %;

B — ocorrer nimero primo. Logo, P(B) = z = %

E simples verificar no texto que esses dois eventos sdo independentes, pois a

ocorréncia de um ndo interfere na ocorréncia do outro. Entdo, devemos usar a formula:

P(ANB) = P(A).P(B)

Logo,
11 1
P(ANB) = 5.5 =7=25%.
A sequir, discutiremos um modelo de probabilidade que abrange varias situagdes
praticas.

2.10 Distribuicdo Binomial

Vamos considerar uma sequéncia de n realizagbes independentes de um experimento
aleatdrio, com apenas dois possiveis resultados: um associado ao sucesso e outro ao insucesso
(fracasso). Seja p a probabilidade de sucesso em cada realizacdo e g a probabilidade de

insucesso, ou seja, g = 1 — p. Desejamos calcular a probabilidade P, de ocorrer exatamente k
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sucessos, dentre as n realizacdes. A probabilidade de ocorrer exatamente k sucessos emn

realizacOes é dada pela seguinte formula:

Exemplos:

1) Um exame consta de 20 questdes do tipo certo ou errado. Se um aluno “chutar”

todas as respostas, qual a probabilidade de ele acertar exatamente 10 questdes?

Solucéo:

O problema trata-se de uma distribuicdo binomial, onde cada realizacdo sera feito sob
as mesmas condi¢es, ou seja, hd a independéncia das realizacGes. Sendo assim, temos que 0
namero de realizacbes € n = 20, a probabilidade de sucesso em cada realizacdo é p = 0,5
(acertar a questdo) e, portanto, a probabilidade de fracasso é ¢ = 1 — 0,5 = 0,5. Aplicando a

férmula para k = 10, temos:

20 20!
— 10 420-0 _ _ 10 10 ~ 17 629

2) Um dado ¢ langado 5 vezes. Qual a probabilidade de que o “4” aparega exatamente
3 vezes?

Solucéo:

Mais uma vez, o problema trata-se de uma distribuicdo binomial, onde cada realizacéo

sera feito sob as mesmas condicdes, ou seja, ha a independéncia das realizacdes. Nesse caso,

.- . ~ , 1 .
temos que a probabilidade de sucesso em cada realizagéo é dada por p = oa probabilidade de
. ’ 1 5 , . ~ . .
insucesso € q = 1 —==—e 0 nimero total de realizacBes é n = 5. Desejamos ter exatamente

k = 3 sucessos. Portanto:

Qe 0
—\3) P14 3121'\6) "\g) — *°"
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CAPITULO I11

LOTERIAS FEDERAIS

As loterias federais sempre despertaram interesse no brasileiro, em geral, pela chance
de mudar de vida e crescer financeiramente. Por outro lado, tém sido uma importante fonte de

arrecadacdo para o governo, conforme mostra o gréafico a seguir, extraido do site oficial da
Caixa Econdmica Federal:

Figura 7. Total arrecadado, em reais, pelas loterias da CAIXA nos ultimos anos

Arrecadacao

12.00 11,41
10,49

10.00 9,73
8,81

2010 2011 2012 2013

Pode-se perceber que a arrecadagdo vem aumentando com o passar dos anos,

7,36

2009

atingindo a marca, em 2013, de quase 12 bilhGes de reais. Tal fato apenas comprova a paixao

do brasileiro por jogos de azar e mostra o crescimento desse interesse em jogos lotéricos.

Neste capitulo, conheceremos todas as loterias federais de progndsticos do Brasil,
administradas pela Caixa Econ6mica Federal, bem como suas regras, caracteristicas e as
probabilidades de se vencer. Elas sdo divididas em Loterias de Progndsticos Numéricos
(Mega Sena, Lotofacil, Quina, Dupla Sena, Loteca e Timemania) e Loterias de Progndsticos

Esportivos (Lotogol e Loteca).
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3.1 Loterias de Prognosticos Numéricos

As loterias de Prognosticos Numeéricos sdo aquelas que utilizam nimeros como fonte
de aposta, entre 0s quais, 0 apostador deverd marcar aqueles que serdo sorteados para se

tornar vencedor.

3.1.1 Mega Sena
3.1.1.1 Como jogar

A Mega Sena, jogo de aposta mais famoso do Brasil, é a que normalmente paga 0s
maiores prémios aos ganhadores. Nela, sdo sorteados 6 nimeros de um total de 60 disponiveis
e 0 apostador deve marcar de 6 a 15 nimeros. Para sair vitorioso, o apostador deve acertar 4,
5 ou 6 numeros. Hoje, a 0 valor da aposta minima corresponde a R$ 3,50 (6 nimeros) e a
maxima a R$ 17.517,50 (15 numeros). Quanto mais nimeros se apostar, maior o pre¢co do
bilhete e consequentemente, maior a probabilidade de vencer. Caso nao haja vencedor, o

prémio fica acumulado para 0s préximos concursos.

O ultimo sorteio da Mega Sena no ano é denominado “Mega da Virada”. Nela,
diferente da Mega Sena tradicional, o prémio ndo acumula. Ndo havendo vencedor com 6
nameros (sena), ganha quem acertar 5 nimeros (quina). Nao existindo apostas premiadas com

5 nimeros, leva o prémio quem acertar 4 (quadra), e assim sucessivamente.

3.1.1.2 Probabilidades

O namero de elementos do espaco amostral, para qualquer aposta que se faca na Mega
Sena, sera sempre 0 mesmo. Vejamos, como ndo importa a ordem em que 0S NUMeros Sao
sorteados, a quantidade de combinagdes possiveis de 6 numeros num total de 60 disponiveis

sera a combinacdo simples de sessenta elementos tomados 6 a 6:

n(S) = Coo,6 = o= = 50.063.860.

Vamos agora calcular as probabilidades de se fazer a sena (acertar 6 nimeros), a quina

(acertar 5 nimeros) e a quadra (acertar 4 nimeros).
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e Sena
- Apostando 6 numeros:
Com uma aposta simples, a probabilidade seria:

A C 1
n(4) =66 _ =~2.1078
n(S)  Cene  50.063.860

P(4) =

- Apostando 7 nameros:

Agora devemos ver quantas combinagGes de 6 numeros existem em 7 escolhidos. A
probabilidade, nesse caso, ficaria:

7!
Cr6 &1 7

= = = =~ 1,4.1077
Ce06 50.063.860 50.063.860 7.151.980 410

- Apostando 8 numeros:

De forma analoga ao célculo anterior, seguiremos 0 mesmo raciocinio:

8!
Coo ___Bl2l____ 28 _ =~ 5,6.1077
Ce06 50.063.860 50.063.860 1.787.995
- Apostando 9 numeros:
9!
Coo 831 ____ 8% ~1,7.107
Ce0s 50.063.860 50.063.860 595.998
- Apostando 10 nimeros:
C e 210
Cy—L =~ 4,2.10

Cooo  50.063.860  50.063.860  238.399
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- Apostando 11 numeros:

C e 462
e 6151 = =9,2.107°
Ce06 50.063.860 50.063.860 108.363
- Apostando 12 numeros:
C e 924
126 ___6l6l ___ = = 1,8.107°
Ce06 50.063.860 50.063.860 54.182
- Apostando 13 numeros:
13!
Ci36 _ Wi _ 1716 - 1 ~ 34 10-5
Ceos 50.063.860  50.063.860  29.175
- Apostando 14 nimeros:
14!
Cue @8 3003 1 6 10-5
Ceos 50.063.860 50.063.860  16.671
- Apostando 15 numeros:
15!
Cise _ 6101 5005 1 ~ 10-*

Cooo  50.063.860  50.063.860  10.003

e Quina
- Apostando 6 numeros:

Com um jogo de 6 numeros, existem 6 combinagdes possiveis de se fazer a quina, que

€ exatamente a combinacéo de 6 tomados 5 a 5 (C5). Isolando a quina, temos que o Gltimo
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namero sorteado ndo podera ser nenhum dos 6 apostados, sobrando para isso 54 nimeros

possiveis (Cs4,1). Portanto a probabilidade é:

6! 54!
Ces-Csan  TT1I°T1531 324

= ~ -6
Cooe  50.063.860 ~ 50.063.860 ~ 154518 ~ 17

- Apostando 7 numeros:

Com um jogo de 7 numeros, existem 21 combinacdes possiveis de se fazer a quina,
que € exatamente a combinagdo de 7 tomados 5 a 5 (C; ). Isolando a quina, temos que o0
ultimo numero sorteado ndo podera ser nenhum dos 7 apostados, sobrando para isso 53

nimeros possiveis (Cs3 1). Portanto a probabilidade é:

7! 53!
C75-Cs31 _ BT21'TI521 1113 1

Ceos  50.063.860  50.063.860 ~ 44.981

~22.107°

- Apostando 8 nimeros:

De forma anéloga aos célculos anteriores com 6 e 7 nimeros, seguiremos 0 mesmo

raciocinio para 0s proximos:

8! 52!
Cg5-Cs2,1 _ 513111511 _ 2.912 ~ 1 ~58105
Coos  50.063.860  50.063.860 ~ 17.192 ~ ™'
- Apostando 9 nimeros:
9! 51!
Cos-Cs1,1 _ 5141"1150! _ 6.426 1 ~1,3.107%

Ceos  50.063.860  50.063.860 ~ 7.791
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- Apostando 10 numeros:

10! 50!

Cio5-Cs01  STSI"TT491 _

12.600

1

= = = ~25.107*
Coo,6 50.063.860  50.063.860 ~ 3973 — 2> 10
- Apostando 11 numeros:
11! 49!
C115-Ca91 _ 516111481 _ 22.638 - 1 ~ 45 10~
Ceos  50.063.860 50.063.860 2211
- Apostando 12 nimeros:
12! 48!
Cizs-Cag1 _ BT71'T1471 _  38.016 ~ 1 ~76.10~*
Ceos  50.063.860 50.063.860  1.317 '
- Apostando 13 numeros:
13! 47!
Cizs-Cazy _ STBI"TT461 _ 60489 1 .. .3
Ceos  50.063.860 50.063.860 828
- Apostando 14 numeros:
14! 46!
C1a5-Cae1 __5I91"1T451 _ 92.092 - 1 ~ 18 10-3
Ceos  50.063.860 50.063.860 ~ 544 ~
- Apostando 15 numeros:
15! 45!
Cis5.C451 _ ST101" 11441 _ 135.135 1 27 10-3
Ceos  50.063.860  50.063.860 — 370 ~
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e Quadra

- Apostando 6 numeros:

Com um jogo de 6 numeros, existem 15 combinacgdes possiveis de se fazer a quadra,
que € exatamente a combinagdo de 6 tomados 4 a 4 (C44). Isolando a quadra, temos que 0s
ultimos 2 ndmeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 6 apostados, sobrando para isso 54
nimeros que poderdo entrar no lugar desses 2, ou seja, 1431 combinagdes possiveis (Csy,2).

Portanto a probabilidade é:

6! 54!
Cos-Csaz  ZT21°21521  21.465 1

Ceos  50.063.860 50.063.860 — 2.332

~43.107*

- Apostando 7 numeros:

Com um jogo de 7 numeros, existem 35 combinacdes possiveis de se fazer a quadra,
que é exatamente a combinagdo de 7 tomados 4 a 4 (C,,). Isolando a quadra, temos que 0s
ultimos 2 numeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 7 apostados, sobrando para isso 53
ndmeros que poderdo entrar no lugar desses 2, ou seja, 1378 combinacgGes possiveis (Csy,2).

Portanto a probabilidade é:

71 53!
C74-Cs32 _ 413121511 48.230 1

= = = =~96.107*
Ceo 50.063.860 50.063.860 1.038 26.10

- Apostando 8 nimeros:

De forma analoga aos calculos anteriores com 6 e 7 numeros, seguiremos 0 mesmo

raciocinio para 0s proximos:

8! 52!
Cga-Csz2 _ 2721721501 _  92.820 1

Ceos  50.063.860  50.063.860 ~ 539

=1,9.1073

- Apostando 9 nameros:

91 51!
Cos-Cs12 _ 7751-21491 _  160.650 1

Ceos  50.063.860 50.063.860 ~ 312

=3,2.1073
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- Apostando 10 numeros:

10! 50!

Croa-Cso2 _ 2T61" 21481 _

Ceos  50.063.860

- Apostando 11 nimeros:

11! 49!

Ci1,4-Caop _ 41721470

Ceos  50.063.860

- Apostando 12 nimeros:

12! 48!

Ci2,4- Cag 2 _418!"'2146! _

Ceos  50.063.860

- Apostando 13 numeros:

13! 47!

Ci34.C472  4TQ1"2T451

Ceos  50.063.860

- Apostando 14 nimeros:

14! 46!

Ciaa-Casp _ 27701 27447 _ 1.036.035

Ceos  50.063.860

- Apostando 15 nameros:

15! 45!

Cisa-Casz  ATT111°21431 _ 1.351.350

257250 _ 1 _ 5 1 10-3
50.063.860 ~ 195
388.080 1 _ 78 10-3
50.063.860 _ 129 —
558360 1 _ 11 10-2
50.063.860 90
772915 1 _ 15 10-2
50.063.860 65
=1 2,1.1072
T 50.063.860 48
1
= _—=27.102

Ceos  50.063.860

"~ 50.063.860 — 37
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Tabela 2. Tabela Resumo das Probabilidades na Mega Sena

Quantidade Probabilidade de acerto
de ntmeros Sena Quina Quadra
apostados

6 2.10°8 6,5.107° 4,3.107*
7 1,4.1077 2,2.107° 9,6.107*
8 5,6.1077 5,8.107° 1,9.1073
9 1,7.107° 1,3.107% 3,2.1073
10 4,2.107° 2,5.107% 51.1073
11 9,2.107° 4,5.107* 7,8.1073
12 1,8.107° 7,6.107% 1,1.1072
13 3,4.107° 1,2.1073 1,5.1072
14 6.107° 1,8.1073 2,1.1072
15 107* 2,7.1073 2,7.1072

3.1.2 Lotofécil
3.1.2.1 Como jogar

Na Lotofacil sdo sorteados 15 nimeros e o apostador marca entre 15 e 18 nimeros
num total de 25 disponiveis, de 1 a 25. Atualmente, a aposta minima (15 nimeros) custa R$
2,00, enquanto que a maxima (18 nimeros) estd custando R$ 1.632,00. Ganha o apostador

que acertar 11, 12, 13, 14 ou 15 numeros.

3.1.2.2 Probabilidades

A exemplo da Mega Sena, 0 numero de elementos do espaco amostral, para qualquer

aposta que se faca na Lotofacil, sera sempre o mesmo. Vejamos, como ndo importa a ordem
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em que 0s nimeros sdo sorteados, a quantidade de combinacdes possiveis de 15 nimeros hum

total de 25 disponiveis serd a combinacdo simples de 25 elementos tomados 15 a 15:

25 _ 3.268.760.

n(S) = Cz515 = 15! 10!
Vamos agora calcular as probabilidades de se acertar 15, 14, 13, 12 e 11 nimeros.
e Acertar 15 numeros

- Apostando 15 numeros:

Com uma aposta simples de 15 nameros, a probabilidade é calculada da seguinte

forma:

n@4) 1 1
n(S) Cys15 3.268.760

P(A) = ~3,1.1077

- Apostando 16 numeros:

Nesse caso, devemos ver quantas combinacBes de 15 numeros existem em 16

escolhidos. A probabilidade, nesse caso, ficaria:

16!
Cie1s 11151 16

= = = = 4,9.107°
(2515 3.268.760 3.268.760  204.298

- Apostando 17 nameros:
De forma andaloga ao célculo anterior, seguiremos 0 mesmo raciocinio:

17!
Cizis _ 15121 136

= = = = 4,2.107°
Crs15 3.268.760 3.268.760 24.035

- Apostando 18 nimeros:

18!
C18,15_ 15!31 816

= = = =~ 251074
Cas1s  3.268.760  3.268.760  4.006
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e Acertar 14 nameros
- Apostando 15 numeros:

Com um jogo de 15 ndmeros, existem 15 combinacfes possiveis para se acertar 14
numeros, que é exatamente a combinacéo de 15 tomados 14 a 14 (Cy54). Isolando esse jogo
de 14 ndmeros, temos que o ultimo numero sorteado ndo poderd ser nenhum dos 15

apostados, sobrando para isso 10 nameros possiveis (Cyq ;). Assim, a probabilidade é:

15! 10!
Cisaa-Cron _ TAIAT-TTOT__ 150 ~ 4,6.10°°
Crsis  3.268.760 3268760 21792

- Apostando 16 numeros:

Com um jogo de 16 numeros, existem 120 combinagfes possiveis para se acertar 14
numeros, que é exatamente a combinacéo de 16 tomados 14 a 14 (C44). Isolando esse jogo
de 14 ndmeros, temos que o ultimo ndmero sorteado ndo poderd ser nenhum dos 16

apostados, sobrando para isso 9 nimeros possiveis (Cq ;). Assim, a probabilidade é:

16! 9!
Ci614-Co1 _ T4T21-TTg1 _ 1.080 1

Cys1s  3.268.760  3.268.760 — 3.027

=~ 3,3.107*

- Apostando 17 nameros:

De forma analoga aos célculos anteriores com 15 e 16 nimeros, seguiremos 0 mesmo

raciocinio para 0s proximos:

17! 8!
CirnaCon T3 TI7ZI_ 5440 1 04
Cy515 3.268.760 3.268.760 — 601 ~
- Apostando 18 nimeros:
18! 7!
Cig14-C71 _14141" 116! _ 21420 1 ~6,5.1073

Cys1s  3.268.760  3.268.760 ~ 153
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e Acertar 13 numeros
- Apostando 15 numeros:

Com um jogo de 15 numeros, existem 105 combinacbes possiveis para se acertar 13
numeros, que € exatamente a combinacéo de 15 tomados 13 a 13 (C;5,13). Isolando esse jogo
de 13 numeros, temos que os ultimos dois numeros sorteados nao podera ser nenhum dos 15

apostados, sobrando para isso 45 combinagGes possiveis (Cy,2). Assim, a probabilidade e:

15! 10!
615,13-610,2 — 13121 218! — 4725 ~ 1 ~ 14 10_3
Cisns  3.268.760  3.268.760 692

- Apostando 16 numeros:

Com um jogo de 16 numeros, existem 560 combinacGes possiveis para se acertar 13
numeros, que € exatamente a combinacéo de 16 tomados 13 a 13 (Cy¢,13). Isolando esse jogo
de 13 numeros, temos que os Ultimos dois nimeros sorteados ndo podera ser nenhum dos 16

apostados, sobrando para isso 36 combinages possiveis (Cq ,). Assim, a probabilidade é:

16! 9!
Ci613-Co2 _ 1313172171 _ 20160 1

Cys1s  3.268.760  3.268.760 _ 162

=~ 6,2.1073

- Apostando 17 nameros:

Adotando o0 mesmo raciocinio das apostas anteriores com 15 e 16 numeros, teremos 0s

seguintes resultados:

17! 8!
Ci713-Ceo _ T3741°2161 _ 66640 1 . .,
Crs15  3.268.760  3.268.760 49 ~
- Apostando 18 nameros:
18! 7!
Cig13-C72 _ 13151°2151 _ 179.928 ~ i =56.10"2

Crs1s  3.268.760  3.268.760 — 18
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e Acertar 12 numeros
- Apostando 15 numeros:

Com um jogo de 15 numeros, existem 455 combinacGes possiveis para se acertar 12
numeros, que € exatamente a combinacéo de 15 tomados 12 a 12 (C;5,1,). Isolando esse jogo
de 12 nameros, temos que os Ultimos trés nimeros sorteados ndo podera ser nenhum dos 15

apostados, sobrando para isso 120 combinagGes possiveis (Cyq,3). Assim, a probabilidade é:

15! 10!
Cis5,12-Cio,3 _ 121313171 _ 54.600 ~ i ~17.102
Cz5,15 3.268.760  3.268.760 ~— 60 ~

- Apostando 16 numeros:

Com um jogo de 16 numeros, existem 1820 combinacGes possiveis para se acertar 12
numeros, que € exatamente a combinacéo de 16 tomados 12 a 12 (Cy¢,1,). Isolando esse jogo
de 12 nameros, temos que os Ultimos trés nimeros sorteados ndo podera ser nenhum dos 16

apostados, sobrando para isso 84 combinages possiveis (Cq 3). Assim, a probabilidade é:

16! 9!
Ci612:Co3 _ T2741°3761 _ 152880 1

Crs1s  3.268.760  3.268.760 ~ 21

4,8.1072

IR
IR

- Apostando 17 nameros:

Adotando o0 mesmo raciocinio das apostas anteriores com 15 e 16 nimeros, teremos 0s

seguintes resultados:

17! 8!
C17,12-Cg3 _ 121513151 _ 346.528 ~ 1 ~11.10-1
Crs1s  3.268.760  3.268.760 9
- Apostando 18 nimeros:
18! 7!
C1812-C73 121613141 _ 649.740 l ~ 2 10-1
Crs15  3.268.760  3.268.760 5
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e Acertar 11 numeros
- Apostando 15 numeros:

Com um jogo de 15 numeros, existem 1.365 combinacBes possiveis para se acertar 11
numeros, que € exatamente a combinacéo de 15 tomados 11 a 11 (Cy5,14). Isolando esse jogo
de 11 nUmeros, temos que os Ultimos quatro ndmeros sorteados ndo podera ser nenhum dos

15 apostados, sobrando para isso 210 combinagdes possiveis (Cyq,4). Assim, a probabilidade

é:
15! 10!
Cisa1-Cros _ TTT41 4761 _ 286650 1 . .,
Crs15 3268760  3.268.760 11~ '

- Apostando 16 numeros:

Com um jogo de 16 numeros, existem 4.368 combinagdes possiveis para se acertar 11
numeros, que € exatamente a combinacéo de 16 tomados 11 a 11 (Cy¢,14). Isolando esse jogo
de 11 numeros, temos que 0s Ultimos quatro nimeros sorteados ndo podera ser nenhum dos

16 apostados, sobrando para isso 126 combinagGes possiveis (Cy 4). Assim, a probabilidade e:

16! 9!
Cisa1-Coa _ T1151° 4151 _ 550.368

Crs1s  3.268.760  3.268.760

~1~1710_1
=z=17

- Apostando 17 numeros:

Adotando o0 mesmo raciocinio das apostas anteriores com 15 e 16 nimeros, teremos 0s

seguintes resultados:

17! 8!
C1711-Cga _T116"4T41 _ 866.320 _ l ~ 25 10-1
Crs1s  3.268.760  3.268.760 4~ 7
- Apostando 18 nimeros:
18! 7!
C18,11'C7,4 _ 11171 4! 3! _ 1.113.840 ~ l ~33 10—1
Crs1s  3.268.760  3.268.760 3~
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Tabela 3. Tabela Resumo das Probabilidades na Lotofacil

Quantidade Probabilidade de acerto
de ndmeros 15 acertos 14 acertos 13 acertos 12 acertos 11 acertos
apostados

15 4,3.107* 4,6.107° 1,4.1073 1,7.1072 9,1.1072
16 9,6.107* 3,3.107% 6,2.1073 4,8.1072 1,7.1071
17 1,9.1073 1,7.1073 2.1072 1,1.1071 2,5.1071
18 3,2.1073 6,5.1073 5,6.1072 2.1071 3,3.1071

3.1.3 Quina

3.1.3.1 Como jogar

Na Quina sdo sorteados 5 numeros e 0 apostador marca entre 5 e 7 nimeros num total

de 80 disponiveis, de 1 a 80. Atualmente, a aposta minima (5 numeros) custa R$ 1,50,

enquanto que a maxima (7 numeros) esta custando R$ 20,00. Ganha o apostador que acertar

3, 4 ou 5 nlmeros.

3.1.3.2 Probabilidades

O numero de elementos do espaco amostral, para qualquer aposta que se faca na

Quina, sera sempre 0 mesmo. Dessa forma, como ndo importa a ordem em que 0s ndmeros

sdo sorteados, a quantidade de combinacGes possiveis de 5 numeros num total de 80

disponiveis serd a combinacdo simples de 80 elementos tomados 5 a 5:

n(s) = Cso,s =

Vamos agora calcular as probabilidades de se acertar 5, 4 e 3 numeros.

8

8% _ 24.040.016.
5!75!
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e Acertar 5 nimeros
- Apostando 5 numeros:
Com uma aposta simples de 5 nimeros, a probabilidade ¢é calculada da seguinte forma:

n(4) 1 1

P(A) = = =
) n(S)  Cgos 24.040.016

=4,2.1078

- Apostando 6 numeros:

Com essa aposta, devemos ver quantas combinacdes de 5 nameros existem em 6

escolhidos. A probabilidade, assim, ficaria:

6!
Ces T 6

= = = ~ 251077
Cgos 24.040.016 24.040.016 4.006.669 /510

- Apostando 7 nameros:

De forma analoga ao célculo anterior, seguiremos 0 mesmo raciocinio:

7!
C;5 512 21

= = N = 8,7.1077
Ceos 24.040.016  24.040.016  1.144.763

e Acertar 4 nUmeros
- Apostando 5 numeros:

Com um jogo de 5 nameros, existem 5 combinagdes possiveis para se acertar 4
ndmeros, que é exatamente a combinagéo de 5 tomados 4 a 4 (Cs4). Isolando esse jogo de 4
nameros, temos que o Ultimo ndmero sorteado ndo poderd ser nenhum dos 5 apostados,
sobrando para isso 75 combinaces possiveis (C;5 ;). Assim, a probabilidade é:

5! 75!

C5,4' C75,1 — 411111741 — 375 ~ ~16 10—5
Cgo s 24.040.016  24.040.016 =~ 64.107 —
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- Apostando 6 numeros:

Com um jogo de 6 numeros, existem 15 combinacBes possiveis para se acertar 4
numeros, que € exatamente a combinagdo de 16 tomados 4 a 4 (Ce4). Isolando esse jogo de 4
numeros, temos que o Ultimo ndmero sorteado ndo podera ser nenhum dos 6 apostados,

sobrando para isso 74 combinagdes possiveis (C,4 ). Assim, a probabilidade é:

6! 74!
Cos-Cran _ 2T21' 11731 _ 1110 1

= = =~ = 4,6.107°
Cgos  24.040.016 24.040.016  21.658

- Apostando 7 numeros:

Adotando 0 mesmo raciocinio das apostas anteriores com 5 e 6 nimeros, teremos a

seguinte probabilidade para uma aposta com 7 ndmeros:

7! 73!
Cr4-Cr31 _ AT31°TT721 _ 2:555 1

= = = =1,1.10"*
Caos  24.040.016 24.040.016 _ 9.409

e Acertar 3 nimeros
- Apostando 5 nameros:

Com um jogo de 5 nimeros, existem 10 combinagfes possiveis para se acertar 3
numeros, que é exatamente a combinacdo de 5 tomados 3 a 3 (Cs3). Isolando esse jogo de 3
nameros, temos que os ultimos dois ndmeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 5

apostados, sobrando para isso 2.775 combinagdes possiveis (C;s ,). Assim, a probabilidade é:

51 75!
Cs3-Crs2 _ 3721°21731 _  27.750 1

Caos  24.040.016 24.040.016 _ 866

=1,2.1073
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- Apostando 6 numeros:

Com um jogo de 6 numeros, existem 20 combinacBes possiveis para se acertar 3

numeros, que é exatamente a combinagéo de 6 tomados 3 a 3 (C4 3). Isolando esse jogo de 3

numeros, temos que os Ultimos nimeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 6 apostados,

sobrando para isso 2.701 combinagdes possiveis (C,4,,). Assim, a probabilidade é:

6!

74!

Co3-Cra _ 31321721

1
=2,2.1073

Caos  24.040.016  24.040.016 — 445

- Apostando 7 numeros:

Adotando 0 mesmo raciocinio das apostas anteriores com 5 e 6 nimeros, teremos a

seguinte probabilidade para uma aposta com 7 nimeros:

7!

73!

C73-C732 _ 311" 21711 _

91.980

1
= 3,8.1073

Caos  24.040.016 24.040.016 — 261

Tabela 4. Tabela Resumo das Probabilidades na Quina

Quantidade Probabilidade de acerto
de ndmeros
5 acertos 4 acertos 3 acertos
apostados
5 42.1078 1,6.107° 1,2.1073
6 2,5.1077 4,6.107° 2,2.1073
7 8,7.10~7 1,1.107% 3,8.1073
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3.1.4 Lotomania
3.1.4.1 Como jogar

Na Lotomania sdo sorteados 20 nimeros e o0 apostador faz uma aposta Unica marcando
50 numeros num total de 100 disponiveis, de 00 a 99. Atualmente, 0 preco da aposta € unico e

custa R$ 1,50. O apostador ganha acertando 20, 19, 18, 17, 16 ou nenhum namero.

3.1.4.2 Probabilidades

O ndmero de elementos do espaco amostral, para qualquer aposta que se faca na
Lotomania, serd sempre o mesmo. Dessa forma, como ndo importa a ordem em que 0S
nimeros sdo sorteados, a quantidade de combinagdes possiveis de 20 numeros num total de

100 disponiveis sera a combinacao simples de 100 elementos tomados 20 a 20:

100" _ 535.983.370.403.809.682.970.

20! 80!

n(S) = C100,20 =

Vamos agora calcular as probabilidades de se acertar 20, 19, 18, 17, 16 e nenhum

namero.
e Acertar 20 nUmeros

Como a aposta é Gnica (50 nimeros), temos que calcular quantas as combinacGes
possiveis para se acertar 20 nimeros, que é exatamente a combinacdo de 50 tomados 20 a 20

(Cs0,20)- Portanto, a probabilidade é:

n(4)  Csozo _ 47.129.212.243.960 1

P(A) = = = =
) n(S)  Ciooz0 535.983.370.403.809.682.970 ~ 11.372.635

~8,8.1078

e Acertar 19 nUmeros

Nesse caso, teremos que verificar o nimero de combinacGes possiveis de 19 numeros,
que € exatamente a combinagdo de 50 tomados 19 a 19 (Csq19). Isolando esse jogo de 19
nameros, temos que o Ultimo numero sorteado ndo podera ser nenhum dos 50 apostados,

sobrando para isso 50 combinagdes possiveis (Csq ). Assim, a probabilidade é:

Cs010-Cs01 _ 1.520.297.169.160.000 1

- ~ =~28.107°
Ci0020  535.983.370.403.809.682.970 ~ 352.551
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e Acertar 18 nUmeros

De forma genérica, seguiremos 0 mesmo raciocinio do célculo anterior para 18, 17 e

16 nUmeros. Assim:

Csons-Cson  22.115572.882.624.375 1
Ciooz0  535.983.370.403.809.682.970 ~ 24.235

=~ 41.10752

e Acertar 17 nUmeros

Cs017-Csos _ 193.008.636.066.540.000 1
Cio020  535.983.370.403.809.682.970 _ 2.776

=~ 3,6.107%

e Acertar 16 nUmeros

Csone-Csos _ _1133925736890.922500 _ 1 ...
Cioozo  535.983.370.403.809.682.970 — 472~ ™

e Nao acertar nenhum ndmero

Aqui, o célculo é semelhante ao de se acertar os 20 numeros. Nenhum dos 50 nimeros
escolhidos podera estar entre os 20 sorteados, restando pra isso outros 50 nameros. Basta

entdo verificar quantas combinagOes possiveis existem para isso (Csg 20)-

Cso20 47.129.212.243.960 N
Ci0020 535.983.370.403.809.682.970 ~ 11.372.635

~8,8.10°8
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Tabela 5. Tabela Resumo das Probabilidades na Lotomania

Quantidade Probabilidade de acerto
de numeros
20 19 18 17 16 Nenhum
apostados
acertos acertos acertos acertos acertos acerto
20 8,8.1078 2,8.107° 4,1.107%% | 3,6.107* | 2,1.1073 8,8.1078

3.1.5 Dupla Sena
3.1.5.1 Como jogar

Na Dupla Sena sdo sorteados 6 nimeros e 0 apostador marca de 6 a 15 ndmeros num
total de 50, de 01 a 50. Atualmente, o preco da aposta simples (6 nimeros) é de R$ 2,00 e 0
da aposta maxima (15 numeros) é R$ 10.010,00. O apostador ganha acertando 4, 5 ou 6

ndameros.
3.1.5.2 Probabilidades

O numero de elementos do espaco amostral, para qualquer aposta que se faca na Dupla
Sena, sera sempre 0 mesmo. Assim, mais uma vez, nao importa a ordem em gue 0S ndmeros
sdo sorteados, a quantidade de combinacfes possiveis de 6 numeros num total de 50

disponiveis serd a combinacdo simples de cinquenta elementos tomados 6 a 6:

n(S) = Cso,6 = — o = 15.890.700.

Vamos agora calcular as probabilidades de se fazer a sena (acertar 6 nimeros), a quina

(acertar 5 nimeros) e a quadra (acertar 4 nimeros) na Dupla Sena.

e Sena
- Apostando 6 nameros:
Com uma aposta simples, a probabilidade seria:

n@) 1 1
n(S) Cspe 15.890.700

P(A) = ~ 6,3.1078
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- Apostando 7 numeros:

Agora devemos ver quantas combinacfes de 6 numeros existem em 7 escolhidos. A
probabilidade, nesse caso, ficaria:
7!

C7,6 — 6!1! — 7 ~ ~ 44 10—7
Cs06 15.890.700 15.890.700 ~ 2.270.100 = '~

- Apostando 8 nameros:
De forma analoga ao célculo anterior, seguiremos 0 mesmo raciocinio:

8!

CB,G _ 6! 2! _ 28 ~ ~18 10—6
Cso6 15.890.700  15.890.700 ~ 567.525 ~
- Apostando 9 nameros:
9!

Coo __oI31 ____ 5% ~5,3.107
Cs06 15.890.700 15.890.700 189.175
- Apostando 10 numeros:
C e 210

06 64l _ = = 1,3.1075
Cso 15.890.700 15.890.700 75.670
- Apostando 11 nimeros:
C e 462

116 _ __ 615! ~29.1075

Csos  15.890.700 15.890.700  34.395
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- Apostando 12 numeros:

12!
Ciz6 _ 616! 924

Csos  15.890.700  15.890.700

- Apostando 13 numeros:

13!
Ciz6 I3Wi 1716

Cso6  15.890.700 ~ 15.890.700

- Apostando 14 numeros:

14!
Cis6 T8I 3003

Csoe  15.890.700  15.890.700

- Apostando 15 numeros:

15!
Cise _ K] 5005

Csos  15.890.700  15.890.700

e Quina

- Apostando 6 nameros:

17.198 ~5,8.107°
9.216() ~1,1.107*
5.2192 =~1,9.107*
3.1175 ~3,1.107*

Com um jogo de 6 numeros, existem 6 combinacgdes possiveis de se fazer a quina, que

€ exatamente a combinagéo de 6 tomados 5 a 5 (C45). Isolando a quina, temos que o ultimo

nimero sorteado ndo podera ser nenhum dos 6 apostados, sobrando para isso 44 numeros

possiveis (C44,1). Portanto a probabilidade é:

6! 41
Ces-Caq1  ST11°1T431 264

~1,7.10°

Cso6  15.890.700  15.890.700 ~ 60.192
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- Apostando 7 numeros:

Com um jogo de 7 numeros, existem 21 combinacgdes possiveis de se fazer a quina,
que é exatamente a combinagdo de 7 tomados 5 a 5 (C; ). Isolando a quina, temos que o
ultimo ndmero sorteado ndo podera ser nenhum dos 7 apostados, sobrando para isso 43
numeros possiveis (C,3 ;). Portanto a probabilidade e:
7! 43!

C75-Casn _ 5121711421 _ 903
Csoe  15.890.700 ~ 15.890.700 — 17.598

~57,107°

- Apostando 8 numeros:

De forma analoga aos calculos anteriores com 6 e 7 ndmeros, seguiremos 0 mesmo
raciocinio para os proximos:
8! 42!

Cos-Cion _5T3-TTATI _ 2352 1 _ . . ..,
Csos  15.890.700  15.890.700 ~ 6.756

- Apostando 9 nimeros:

9! 41!
Cos-Corn _ BTATTTAOT _ 5166 1 .. .,
Cs06  15.890.700  15.890.700 — 3.076
- Apostando 10 nimeros:
10! 40!
Ci05-Ca01 __ 515111391 _ 10080 1 63.107%
Csos  15.890.700 15.890.700 ~ 1.576
- Apostando 11 nimeros:
11! 39!
C115-C391 _ ST6l" 17381 _ 18018 1 ~1,1.1073

Cso6  15.890.700 ~ 15.890.700 ~ 882

59



- Apostando 12 numeros:

12! 38!
C12,5' C38,1 _ 5' 71°1137! _ 30.096 ~ 1 ~19 10—3
Cso  15.890.700 15.890.700 ~ 528 ~ '~
- Apostando 13 numeros:
13! 37!
Ci35-C37,1 _ 5181"1136! _ 47.619 ~ 1 ~ 31073
Cso  15.890.700  15.890.700 ~ 334
- Apostando 14 nimeros:
14! 36!
Cias-C361 _ BTOI'T1351 _  72.072 ~ 1 ~ 45 103
Csos  15.890.700  15.890.700 — 220 ~
- Apostando 15 numeros:
15! 35!
Ci55.C354 _ ST101" 11341 _ 105.105 1 6.6.10-3
Cso6  15.890.700  15.890.700 ~ 151
e Quadra

- Apostando 6 numeros:

Com um jogo de 6 numeros, existem 15 combinacdes possiveis de se fazer a quadra,
que é exatamente a combinagdo de 6 tomados 4 a 4 (C4,4). Isolando a quadra, temos que 0s
ultimos 2 numeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 6 apostados, sobrando para isso 44
ndmeros que poderdo entrar no lugar desses 2, ou seja, 946 combinagdes possiveis (Cy4,2).

Portanto a probabilidade é:

6! 44!
Coa-Caap  ZT21-27421 14190 1

= o~ -4
Cros  15.890.700 15890700 ~ L.120 ~ > 1?
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- Apostando 7 numeros:

Com um jogo de 7 numeros, existem 35 combinacdes possiveis de se fazer a quadra,
que € exatamente a combinagdo de 7 tomados 4 a 4 (C,,). Isolando a quadra, temos que 0s
ultimos 2 numeros sorteados ndo poderdo ser nenhum dos 7 apostados, sobrando para isso 43
numeros que poderdo entrar no lugar desses 2, ou seja, 903 combinagdes possiveis (Cy32).

Portanto a probabilidade é:

71 431
Cr4-Cazz _ 713127471 31.605 1

Cso6  15.890.700  15.890.700 — 503

=~2.1073

- Apostando 8 numeros:

De forma analoga aos calculos anteriores com 6 e 7 ndmeros, seguiremos 0 mesmo

raciocinio para 0s proximos:

8l 42!
Cga-Cazz _ 2741°27T201 _  60.270 1

Cso6  15.890.700  15.890.700 — 264

= 3,8.1073

- Apostando 9 numeros:

91 41!
Cos-Carp _aisi-zr3or_ 103320 1 _ . s
Cso6  15.890.700 15.890.700 ~ 154
- Apostando 10 nameros:
10! 40!
C104-Ca02  7761°27381  163.800 - i ~ 10-2
Csos  15.890.700  15.890.700 ~ 97
- Apostando 11 nameros:
11! 39!
Ci14-Czop _ T71° 21371 _ 244530 1 15.1072

Cso6  15.890.700  15.890.700 ~ 65
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- Apostando 12 numeros:

12! 38!
Ci24-Css2 _ 478" 21361 _ 347985 i ~ 22 102
Cso  15.890.700  15.890.700 ~ 46 '~
- Apostando 13 numeros:
13! 37!
Ci3,4-C372 _4191"2135! _ 476.190 ~ i ~ 3 102
Cso  15.890.700  15.890.700 ~ 33
- Apostando 14 nameros:
14! 36!
Cias-Csoz _ 170127341 _ 630630 1 _ .,
Cso  15.890.700  15.890.700 25
- Apostando 15 numeros:
15! 35!
Ci5,4-C3s5,, _ 41111721331 812.175 ~ i ~ 5 102
Cso6  15.890.700  15.890.700 20 ~

Tabela 6. Tabela Resumo das Probabilidades na Dupla Sena

Quantidade Probabilidade de acerto
de nameros Sena Quina Quadra
apostados
6 6,3.1078 1,7.1075 8,9.10~*
7 4,4.1077 5,7.107° 2.1073
8 1,8.10°° 1,5.107% 3,8.1073
9 5,3.107° 3,3.107* 6,5.1073
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10 1,3.107° 6,3.107* 1072
11 2,9.107° 1,1.1073 1,5.1072
12 58.107° 1,9.1073 2,2.1072
13 1,1.107* 3.1073 3.1072
14 1,9.107* 4,5.1073 4,.1072
15 3,1.107* 6,6.1073 5.1072

3.1.6 Timemania
3.1.6.1 Como jogar

No Timemania, o apostador escolhe 10 nimeros dentre os oitenta disponiveis (01 a
80) e escolhe também um clube de futebol entre oitenta. S&o sorteados 7 nimeros e um time.
A aposta é Unica e custa R$ 2,00. O apostador ganha acertando 3, 4, 5, 6 ou 7 numeros, e

ganha ainda se acertar o time de futebol.

3.1.6.2 Probabilidades

Em relacdo ao sorteio dos numeros, a quantidade de elementos do espaco amostral
sera sempre 0 mesmo. Dessa forma, como ndo importa a ordem em que 0s nUmeros sdo
sorteados, a quantidade de combinagfes possiveis de 7 numeros num total de 80 disponiveis

sera a combinacéo simples de oitenta elementos tomados 7 a 7:

8

n(S) = Cgo;7 = o= = 3.176.716.400
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e Acertar 7 numeros

Como a aposta é Unica (10 nimeros), temos que calcular quantas as combinacGes
possiveis para se acertar 7 numeros, que é exatamente a combinacdo de 10 tomados 7 a 7

(C10,7). Portanto, a probabilidade e:

10!
n(4) Cpoy ikl 120 1

n(S) Cg,; 3.176.716.400 T 3.176.716.400  26.472.637

P(A) = ~3,8.1078

e Acertar 6 nUmeros

Nesse caso, teremos que verificar o niUmero de combinacdes possiveis de 6 nimeros,
que é exatamente a combinacdo de 10 tomados 6 a 6 (Cy46). Isolando esse jogo de 6 nimeros,
temos que o ultimo ndmero sorteado nao podera ser nenhum dos 10 apostados, sobrando para

isso 70 combinagdes possiveis (C7q1). Assim, a probabilidade é:

10! 70!
Cio6:C701 _  BTAI'TT6O1 _ 14700 1

Caoy  3.176.716.400  3.176.716.400 _ 216.103

=~ 46.10"°

e Acertar 5 numeros

De forma genérica, seguiremos 0 mesmo raciocinio do calculo anterior para 5, 4 e 3

nameros. Assim;

10! 70!
C10,5-C70,2_ 5!151'2168!  _ 608.580 . ~19.107%
Cso7  3.176.716.400  3.176.716.400 ~ 5.220 ~ '~
e Acertar 4 numeros
10! 70!
C10,4-C70,3_ 416131671 _ 11495400 1 ~36.1073

Csoy  3.176.716.400  3.176.716.400 — 276
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e Acertar 3 numeros

10! 70!
Ci03-Cro4 _ 3T71'7T661 _ 110.027.400 1

~

= = 3,4.1072
Cgo,7 3.176.716.400 3.176.716.400 29

I

e Acertar o Time de futebol

Como o apostador tem direito a escolher um time entre os oitenta disponiveis, e é

sorteado apenas um time, a probabilidade de se acertar é facilmente calculada da seguinte

forma:
1
— =1,2.1072.
80
Tabela 7. Tabela Resumo das Probabilidades na Timemania
Quantidade Probabilidade de acerto
de ndmeros .
7 acertos 6 acertos 5 acertos | 4 acertos | 3acertos | Timede
apostados
futebol
10 3,8.10°8 4,6.10°° 1,9.107% 3,6.1073 | 3,4.1072 | 1,2.1072.

3.2 Loterias de Prognosticos Esportivos:

As loterias de Progndsticos Esportivos sdo aquelas que utilizam o esporte como fonte
de aposta. Atualmente, a Caixa Econémica Federal utiliza apenas os jogos de futebol para

essas modalidades de loteria.

Para os célculos das probabilidades nesse tipo de loteria, consideraremos todos 0s
resultados possiveis como equiprovaveis, ou seja, ndo levaremos em consideracdo a qualidade
dos times envolvidos e outros fatores que influenciam no resultado de cada jogo, como jogar

em casa, desfalques nos times, etc.
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3.2.1 Lotogol
3.2.1.1 Como jogar

Na Lotogol, o apostador escolhe o placar exato dos 5 jogos de futebol disponiveis no
concurso, assinalando no bilhete o nimero de gols de cada time participante. Pode assinalar 0,
1, 2, 3 ou mais gols (essa opcao é representada pelo sinal +). O valor da aposta é de R$ 1,00.

O apostador ganha se acertar 3, 4 ou 5 placares.

3.6.2 Probabilidades

e Acertar 5 placares

Como temos dois times em cada jogo e cada time possui 5 possibilidades para o

numero de gols, a quantidade de resultados possiveis por jogo é 25. Assim, a probabilidade de

- , 1 -
se acertar o placar exato em um jogo é de v Consequentemente, a probabilidade de se ter

insucesso é de 1 — % = %. Dito isso, fica claro perceber que a probabilidade de obtermos 5

sucessos e nenhum fracasso (ou insucesso) em 5 tentativas € obtida através do termos geral do

Binbmio de Newton:

(5) (1)5 (24)0_ 5! 1 - 1 - 10-7
5/°\25) '\25/ T 510!'9.765.625 ~  9.765.625 _

e Acertar 4 placares

Utilizando o mesmo pensamento do calculo para a probabilidade de 5 acertos,

calculamos a probabilidade de se acertar exatamente 3 placares da seguinte forma:

4

<5><1) <24>1_ 5! 124 120 1 oo
4)'\25/ '\25/ ~ 4111"390.625'25 9.765.625  81.380 '

e Acertar 3 placares

De forma andloga, a probabilidade de se acertar exatamente 3 placares é:

3

(5> (1) (24)2_ 5. 1 576 _ 5760 _ 1 _ ...
3/°\25/ "\25/ ~ 3121"15.625 625 9.765.625 _ 1.695

66



Tabela 8. Tabela Resumo das Probabilidades na Lotogol

Aposta Probabilidade de acerto
Gnica
5 placares 4 placares 3 placares
1077 1,2.107° 59.107*
3.2.1 Loteca

3.2.1.1 Como jogar

Na Loteca, sdo 14 partidas de futebol disponiveis por concurso e em cada partida
existem 3 possibilidades de escolha: coluna 1 (vitéria do time da casa), coluna do meio
(empate) e coluna 2 (vitoria do time visitante). A aposta minima hoje em dia é de R$ 2,00 e da
direito a marcar uma dupla (escolher duas colunas numa sé partida). A aposta maxima custa
R$ 864,00 e d& direito ao apostador marcar 5 duplas e 3 triplas (escolher trés colunas numa

mesma partida). O apostador ganha se acertar 13 ou 14 placares.

3.6.2 Probabilidades

Devido a possibilidade de se marcar 1, 2 ou 3 colunas em cada partida, para o calculo
de todas as probabilidades na Loteca, devemos pensar previamente na probabilidade de se

acertar ou errar em cada partida isoladamente.

Concluimos entdo que a probabilidade de acerto em uma partida marcando 1 coluna é

1 , 2 ,
de p marcando 2 colunas é de e marcando 3 colunas é de 1 ou 100%.

Consequentemente, a probabilidade de erro numa partida marcando 1 coluna é de %;

, 1 ,
marcando 2 colunas é de 5; e marcando 3 colunas é de 0.

Vejamos entdo como faremos os célculos das probabilidades de se ganhar na Loteca.
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e Acertar 14 partidas

- Apostando uma dupla:

. . . 1 .
Temos aqui que, em treze partidas a chance de acerto é de S eemuma partida a chance

é de g Portanto a probabilidade é calculada da seguinte forma:

(1)” (2)1_ 2.1 an107
3 "\3/ ~ 4.782.969 ~ 2.391.485 7

- Apostando duas duplas:

. . 1 .
Temos que, nesse caso, em doze partidas a chance de acerto é de Seem duas partidas

a chance é de % Portanto a probabilidade € calculada da seguinte forma:

(1)” (2)2_ 1 ga107
3) '\3) T 4782969 ~ 1.195.742 ~

- Apostando trés duplas:

. . 1 A - .
Nesse caso, em onze partidas a chance de acerto é de S e emirés partidas a chance ¢ de

%- Logo, a probabilidade é:

(1)“ (2)3_ 8 . 1 .70
3/ "\3) 4782969 ~ 597.871 "

- Apostando quatro duplas:

(1)“’ (2)4_ 6 1 i
3/ "\3) 4782969 ~ 298936

- Apostando cinco duplas:

5 32

Y & -t =
3/ "\3) = 4.782.969 ~ 149.468 ~
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- Apostando seis duplas:

(1)8 (2)6 64 1 13,105
3/ "\3) ~ 4.782.969 ~ 74.734 ~ 7

- Apostando sete duplas:

(1)7 <2>7 __ 128 1 s
3/ "\3/ = 4.782.969 ~ 37.367

- Apostando oito duplas:

(1)6 <2>8 __ 256 1,0
3/ '\3) 4782969 ~ 18.683 ~

- Apostando nove duplas:

<1>5 <2>9_ 512 _ 1 40
3/ '\3) 4782969 ~ 9.342 ~

- Apostando uma tripla:

. , 1 . .
Nesse caso, em treze partidas a chance de acerto é de S eemuma partida a chance € de

1. Logo, a probabilidade é:

1\ 3 1
) 1=———=~6,3.10"7
(3) 1.594.323

- Apostando uma tripla e uma dupla:

. . 1 . ,
Nesse caso, em doze partidas a chance de acerto é de 5 €M uma partida a chance é de

1 e em uma partida a chance é de % Logo, a probabilidade é:

() 1) m o 2 o 2 13,107
3/ "7°\3/  1.594.323 ~ 797.162 ~
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- Apostando uma tripla e duas duplas:

. . 1 . ,
Nesse caso, em onze partidas a chance de acerto é de - €M uma partida a chance € de

1 e em duas partidas a chance é de § Logo, a probabilidade é:

1\t 2\ 2 4 1
A 1) = 25.10°

3 3) T 1594323 398.581

- Apostando uma tripla e trés duplas:

. , 1 . 7
Nesse caso, em dez partidas a chance de acerto é de 7 emuma partida a chance é de 1

e em trés partidas a chance é de % Logo, a probabilidade é:

1,10 2\3 8 1
A1) = 5107

3 3/ T 1.594.323 = 199.290

- Apostando uma tripla e quatro duplas:

1,° 2\* 16 1
Y1) - S
3 3 1.594.323 ~ 99.645

- Apostando uma tripla e cinco duplas:

(1)8 . (2)5 __32 b s
3/ "7°\3/  1.594.323 ~ 49823~

- Apostando uma tripla e seis duplas:

(1)7 ) (2)6_ 64 _ 1 .o
3/ "7\3) T 1594323 24911
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- Apostando uma tripla e sete duplas:

(1)6 ) (2)7_ 128 1 o0
3/ "7'\3/  1.594.323 T 12.456

- Apostando uma tripla e oito duplas:

(1)5 ) (2)8 256 1 L6.10-4
3/ "7'\3/ 1.594.323 " 6.228°

- Apostando duas triplas:

Aqui, em doze partidas a chance de acerto é de § e em uma partida a chance é de 1.
Logo, a probabilidade é:

12

(1) 12 = - ~1,9.1076
3) "7 T 531441 7

- Apostando duas triplas e uma dupla:

. ~ . , 1 .
Nessa situacdo, em onze partidas a chance de acerto é de 5 em duas partidas a chance
é de 1 e em uma partida a chance ¢ de > Sendo assim, a probabilidade é:

() () i e =310
3/ "7 °\3/ 531.441  265.721

- Apostando duas triplas e duas duplas:

Nessa situacdo, em dez partidas a chance de acerto € de g; em duas partidas a chance €
de 1 e em duas partidas a chance é de % Sendo assim, a probabilidade é:

10

(ST
3) "7 '\3) ~ 531.441 132860 7
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- Apostando duas triplas e trés duplas:

(3) 12 () = g = e = 15107
3/ "7 '\3) ~ 531.441 66.430

- Apostando duas triplas e quatro duplas:

1,8 2\* 16 1
(—) .12.(—) = ~ ~3.1075
3 3 531.441 ~ 33.215

- Apostando duas triplas e cinco duplas:

1y’ 2\° 32 1
(—) .12.(—) = ~ =6.10"5
3 3 531.441 ~ 16.607

- Apostando duas triplas e seis duplas:

(1>11 12 (2>6_ 64 1 12 104
3/ "7 '\3) 531.441 8.304 7

- Apostando trés triplas:

. , 1 A - z
Nesse caso, em onze partidas a chance de acerto é de S e emirés partidas a chance € de

1. Logo, calculamos assim essa probabilidade:

11
R S
3 177.147

- Apostando trés triplas e uma dupla:

. . 1 A - ‘
Nesse caso, em dez partidas a chance de acerto € de S em trés partidas a chance € de 1

. , 2 . . .
e em uma partida a chance € de e Sendo assim, a probabilidade é:

0 v () c = s 110
3/ "7 °\3) 177.147 — 88.574
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- Apostando trés triplas e duas duplas:

. ~ . P 1 A . .
Nessa situacao, em nove partidas a chance de acerto € de S em trés partidas a chance é

de 1 e em duas partidas a chance é de g Sendo assim, a probabilidade é:

B C Ee—————T
3/ "7 '\3)  177.147 — 44287 — 77

- Apostando trés triplas e trés duplas:

() () m s = 45107
3/ "7 °\3) 177147 ~ 22143~ 77

- Apostando trés triplas e quatro duplas:

17 2\* 16 1 _
(RSN N LN T
3 3 177.147 ~ 11.072

- Apostando trés triplas e cinco duplas:

(1>6 3 <2>5_ 32 1 La 10+
3/ "7 °'\3) 177.147 ~ 5536

- Apostando quatro triplas:

Nesse caso, em dez partidas a chance de acerto é de é e em quatro partidas a chance ¢é
de 1. Sendo assim, a probabilidade é:
10

(1) 14 = 1 ~1,7.1075
3/ 77 T 59.049 " 7
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- Apostando quatro triplas e uma dupla:

Aqui, em nove partidas a chance de acerto é de g; em quatro partidas a chance é de 1 e

em uma partida a chance é de § A probabilidade, entdo, é:

O C E————yT
3/ "7 '\3) T 59.049 ~ 29.525 _

- Apostando quatro triplas e duas duplas:

Aqui, em oito partidas a chance de acerto ¢ de g; em quatro partidas a chance é de 1 e

em duas partidas a chance é de § A probabilidade, entdo, é:

() 1) m o=t = 6810
3/ 77 °\3) " 59.049 T 14762 =

- Apostando quatro triplas e trés duplas:

7

() 1) moox = 14107
3/ "7 °\3/ 59.049 ~ 7.381 '

- Apostando cinco triplas:

. , 1 . . ,
Nesse caso, em nove partidas a chance de acerto é de 5 € em cinco partidas a chance ¢
de 1. A probabilidade é assim calculada:

9
(1) 15 = ! =~ 5,1.107°
3 19.683
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- Apostando cinco triplas e uma dupla:

. . . 1 . . ,
Nesse caso, em oito partidas a chance de acerto € de 5+ em cinco partidas a chance € de

1 e em uma partida a chance é de g A probabilidade, entéo, é:

IS 2 1 _
(5) () = = =10
3 3/~ 19.683 ~ 9.842

- Apostando seis triplas:

. . . 1 . . Z
Nesse caso, em oito partidas a chance de acerto é de 5 € em seis partidas a chance é de
1. A probabilidade € assim calculada:
8

1 1
=) . 1°=——=1,5.10""
(3) 6.561 .10

e Acertar 13 partidas

- Apostando uma dupla:

Para se acertar 13 partidas em 14 apostando uma dupla, temos que separar a solugédo
em dois casos:
I) Errando uma das treze simples marcadas e acertando uma dupla
566 v
3/ '\3) "\3) "7 4.782.969
I1) Errando uma dupla e acertando as treze simples
13 1

5) () -
3/ '\3) = 4.782.969

Portanto, a probabilidade é calculada da seguinte forma:

52 1 53

= = ~ -5
4.782.969 * 4.782.969 4.782.969  90.245 1,110
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- Apostando duas duplas:
Seguindo 0 mesmo raciocinio do célculo anterior, dividiremos em casos distintos:

I) Errando uma das doze simples marcadas e acertando as duas duplas

6)6)6) 2=
3/ '\3/ "\3)/ 77 4.782.969

I1) Errando uma das duas duplas e acertando as doze simples

1\ 2\t 1)12 , 4
(5) (§> '(5 "“ T 4.782.969

Portanto, a probabilidade é calculada da seguinte forma:

96 s 4 100 < 51105
4.782.969 ' 4.782.969 4.782.969 ~ 47.830

- Apostando trés duplas:
De forma anéloga:

I) Errando uma das onze simples marcadas e acertando as trés duplas
56 6 1=
3 3 3 4.782.969
I1) Errando uma das trés duplas e acertando as onze simples
1 2

566 3=p
3/ "\3) "\3/ 7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:

176 12 188

= = ~ -5
1782969 ' 4.782.969 _ 4782969 25441 >0

- Apostando quatro duplas:

I) Errando uma das dez simples marcadas e acertando as quatro duplas



B) () .(5) 1=
3/ '\3) "\3/ "7 4.782.969

I1) Errando uma das quatro duplas e acertando as dez simples
B &0

3/ '\3) "\3) "7 4.782.969
Portanto, a probabilidade é:

320 s 32 352 _ 74 105
4782.969 ' 4.782.969 4.782.969  13.588 ~

- Apostando cinco duplas:

I) Errando uma das nove simples marcadas e acertando as cinco duplas

GNERORE=
3/ "\3/ "\3/) "7 4.782.969

I1) Errando uma das cinco duplas e acertando as nove simples

5) 06 5=
3/ '\3) "\3/ "7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:

576 80 656

= = ~ -4
4.782.969 * 4.782.969  4.782.969 ~ 7.291 — 1,4.10

- Apostando seis duplas:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando as seis duplas

(2)1 <2>6 (1)7 g 1024

3/ "\3) "\3/ "7 4.782.969

I1) Errando uma das seis duplas e acertando as oito simples
SRERORE

3/ '\3) "\3/ 7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:
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1.024 192 1.216 1

= = ~ -4
1782969 | 4.782.969  4.782969 3933 10

- Apostando sete duplas:

I) Errando uma das sete simples marcadas e acertando as sete duplas
(2)1 <2>7 (1)6 1792
3/ '\3) "\3) 77 4.782.969
I1) Errando uma das sete duplas e acertando as sete simples
6

566 7=me
3/ '\3/) "\3) "7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:

1.792 N 448 2240 1
4.782.969 ' 4.782.969  4.782.969 ~ 2.135

=~ 47.107%

- Apostando oito duplas:

I) Errando uma das seis simples marcadas e acertando as oito duplas
<2>1 <2>8 <1>5 (3072
3/ '\3) "\3) 77 4.782.969

I1) Errando uma das oito duplas e acertando as seis simples

(1)1 <2>7 (1)6 g 1024
3/ '\3/) "\3) "7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:

3.072 . 1.024 409 _ 1 - 86 10-¢
4.782.969 ' 4.782.969 4.782.969 ~ 1.168

- Apostando nove duplas:

I) Errando uma das cinco simples marcadas e acertando as nove duplas
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(2)1 (2)9 (1)4 c - 5.120

3/ '\3) "\3) "7 4.782.969

I1) Errando uma das nove duplas e acertando as cinco simples
8

(1)1 <2> (1)5 g 2304
3/ "\3) "\3) "7 4.782.969

Portanto, a probabilidade é:

5.120 2.304 7.424 1

= o~ ~ -3
4782969 T 782,969  4.782.969 — 644 — 610

- Apostando uma tripla:

Nos casos em que houver marcacao de alguma tripla, nos preocuparemos apenas com
a possibilidade de erro na simples ou na dupla, pois a marcacdo tripla € um evento certo.
Nesse caso sO ha a possibilidade de errar uma das treze simples:

B) () s 2 s L1610
3/ '\3/ "7 77 1594323 61320

- Apostando uma tripla e uma dupla:

I) Errando uma das doze simples marcadas e acertando a dupla

AZAREE N 48
BN E NG EE——
3 3) "\3 1.594.323

I1) Errando a dupla e acertando as doze simples
1 12
(1) (1) ot
3/ "\3/ ° 1.594.323
Portanto, a probabilidade é:

8 1 49
1.594323 © 1.594.323 1594323 ~ 32.537

~3,1.107°
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- Apostando uma tripla e duas duplas:

I) Errando uma das onze simples marcadas e acertando as duas duplas
2\" 2\% 1\ 88
BEENE e ET———
3 3 3 1.594.323
I1) Errando uma das duas duplas e acertando as onze simples
1 11

1\t /2 1 4
666 i
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

88 4 92

= = =~ -5
1594323 T 1594323 1594323~ 17330 010

- Apostando uma tripla e trés duplas:

I) Errando uma das dez simples marcadas e acertando as trés duplas
23" 2\% 1y° 160
BNENEEETE—
3 3 3 1.594.323
I1) Errando uma das trés duplas e acertando as dez simples
2 10

1\ /2 1 12
(‘) -(‘> -(‘) 3= 150133
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

60 12 172
1.594323 ' 1.594.323 1594323 ~ 9.269

~1,1.107*

- Apostando uma tripla e quatro duplas:

I) Errando uma das nove simples marcadas e acertando as quatro duplas

271 2zt /108 288
(_) (_) (_) 1l9=—C
3 3 3 1.594.323

I1) Errando uma das quatro duplas e acertando as nove simples
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1 o2\ 1° 32
6)6)6) 4= v
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

288 32 320

_ ~ ~ -4
1.594.323 + 1.594.323  1.594.323 ~— 4.982 — 2.10

- Apostando uma tripla e cinco duplas:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando as cinco duplas
231 2\ 1y’ 512
(5) (5) -G) 8=
3 3 3 1.594.323
I1) Errando uma das cinco duplas e acertando as oito simples
1 4 8

1 2 1 80
DN R
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

512 80 592

= = ~ -4
1594323 | 1504323 1594323 2693 > 10

- Apostando uma tripla e seis duplas:

I) Errando uma das sete simples marcadas e acertando as seis duplas

5)G)G) 7= 15
3/ '\3/ "\3/ "7 "7 " 1.594.323

I1) Errando uma das seis duplas e acertando as sete simples
1\ o2y 1y 192

666 o
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

896 N 192 1088 1
1.594.323 ' 1.594.323  1.594.323 ~ 1.465

=~ 6,8.107*
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- Apostando uma tripla e sete duplas:

I) Errando uma das seis simples marcadas e acertando as sete duplas
211 2y /1y’ 1.536
ONERUERE =
3 3 3 1.594.323
I1) Errando uma das sete duplas e acertando as seis simples
6 6

5)6)G) 7= e
3/ '\3/ "\3/ "7 " " 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

1.536 448 1.984 1

= =~ ~ -3
1504323 T 1594323 1594323 ~soa -~ > 10

- Apostando uma tripla e oito duplas:

I) Errando uma das cinco simples marcadas e acertando as oito duplas

A AN 2.560
66 6) o=
3 3 3 1.594.323

I1) Errando uma das oito duplas e acertando as cinco simples
o2y 1y’ 1.024

666 o inm
3 3 3 1.594.323

Portanto, a probabilidade é:

2.560 N 1.024 3584 1
1.594.323 ' 1.594.323 1.594.323 ~ 445

=~ 2,2.1073

- Apostando duas triplas:

Nesse caso so ha a possibilidade de errar uma das doze simples:

1 11

(2) (1) 12,12 = 24 1 ~ 45,1075
3) '\3) 7 "% 7531441 22143 7
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- Apostando duas triplas e uma dupla:

I) Errando uma das onze simples marcadas e acertando a dupla

AZAGE N 44
BN NE e T—
3 3) "\3 531.441

I1) Errando a dupla e acertando as onze simples

1\ ot 1
66 e
3 3 531.441

Portanto, a probabilidade é:

44 1 45

= = ~ -5
531441 ' 531.441 531441 1Ls10 o> 10

- Apostando duas triplas e duas duplas:

I) Errando uma das dez simples marcadas e acertando as duas duplas

20 2\ /132 80
BNENE R ——
3 3 3 531.441

I1) Errando uma das duas duplas e acertando as dez simples
1\ o2\t e 4

66 () 2=
3 3 3 531.441

Portanto, a probabilidade é:

80 . 4 8
531.441 ' 531441 531441 6.327

=~1,6.107*

- Apostando duas triplas e trés duplas:

I) Errando uma das nove simples marcadas e acertando as trés duplas

B) () (3) o=gpra
3/ '\3/ "\3/ °7 "7 " 531.441

I1) Errando uma das trés duplas e acertando as nove simples
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1t 2z 1’ 12
6)6)6) st
3 3 3 531.441

Portanto, a probabilidade é:

144 12 156

= = ~ -4
531441 ' 531441 531441 3407~ 0

- Apostando duas triplas e quatro duplas:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando as quatro duplas
2\" 2\t 1y 256
66 () *o=srm
3 3 3 531.441
I1) Errando uma das quatro duplas e acertando as oito simples
1 3 8

5)-6) G =g

Portanto, a probabilidade é:

256 32 288

= = ~ -4
531441 T 531441 531441 1845~ 10

- Apostando duas triplas e cinco duplas:

I) Errando uma das sete simples marcadas e acertando as cinco duplas
211 2\ /1\° 448

66 () 7=
3 3 3 531.441

I1) Errando uma das cinco duplas e acertando as sete simples
o2t 1y 80

66 () 5=vim
3 3 3 531.441

Portanto, a probabilidade é:

448 80 _ 528 _
531.441 ' 531441 531.441  1.007

=99.107*
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- Apostando duas triplas e seis duplas:

I) Errando uma das seis simples marcadas e acertando as seis duplas
2\1 12\6 /1y’ 768
5)(5)-G) 6=z
3 3 3 531.441
I1) Errando uma das seis duplas e acertando as seis simples
1 5 6

G) GG -mm
3/ '\3/ "\3/ °7 "7 " 531.441

Portanto, a probabilidade é:

768 192 960

= = >~ -3
531441 1 531441 531441 552 - 810

- Apostando trés triplas:

Nesse caso s6 ha a possibilidade de errar uma das onze simples:

B) () -2 = L1210
3/ '\3) "7 77 177147 ~ 8.052 7

- Apostando trés triplas e uma dupla:

I) Errando uma das dez simples marcadas e acertando a dupla

A AR 40
BEENE Etp——
3 3) "\3 177.147

I1) Errando a dupla e acertando as dez simples
1 10
(1) (l) ot
3/ \3) 177.147
Portanto, a probabilidade é:

10 + 1 M ~23.1074
177.147 * 177147 ~ 177147 — 4321
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- Apostando trés triplas e duas duplas:

I) Errando uma das nove simples marcadas e acertando as duas duplas

A A 72
ENERUEREC
3 3 3 177.147

I1) Errando uma das duas duplas e acertando as nove simples
A AE N 4

66 6) e
3 3 3 177.147

Portanto, a probabilidade é:

24 76
177.147 ' 177.147 ~ 177.147 ~ 2.331

=4,3.107*

- Apostando trés triplas e trés duplas:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando as trés duplas

20 2\ /1y 128
666 r o=
3 3 3 177.147

I1) Errando uma das trés duplas e acertando as oito simples
1\ 2\ 18 12
BNOROREIES
3 3 3 177.147
Portanto, a probabilidade é:

128 . 12 140 _
177.147 ' 177.147 177147 ~ 1.265

=79.107*%

- Apostando trés triplas e quatro duplas:

I) Errando uma das sete simples marcadas e acertando as quatro duplas

21 2\t /10\© 224
666 s
3 3 3 177.147

I1) Errando uma das quatro duplas e acertando as sete simples
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1 2\ 1\ 32
(_) ' <_> ' (_) ' 13. 4 = 177147
3 3 3 177.147

Portanto, a probabilidade é:

224 32 256

_ _ 1 .
177.147 T 177.147 _ 177.147 - 60z = 10

- Apostando trés triplas e cinco duplas:

I) Errando uma das seis simples marcadas e acertando as cinco duplas

20 2\ /1 384
66 ro-mm
3 3 3 177.147

I1) Errando uma das cinco duplas e acertando as seis simples

1\ 2\t 1\ 80
666 o
3 3 3 177.147

Portanto, a probabilidade é:

384 80 464

= ~ ~ -3
177.147 + 177.147 177.147 382 26.10

- Apostando quatro triplas:

Nesse caso s ha a possibilidade de errar uma das dez simples:

(2)1 (1)9 14.10 = 20 1 ~34.107*
3/ '\3/ "7 "7 59,049 2952 7"

- Apostando quatro triplas e uma dupla:

I) Errando uma das nove simples marcadas e acertando a dupla

21 2\t /108 36
(_) (_) (_) 149 =
3 3 3 59.049

I1) Errando a dupla e acertando as onze simples
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1 /1,2 1
6)6) -
3 3 59.049

Portanto, a probabilidade é:

36 1 37

= = ~ -4
59.049 1 5.049  59.049 1596 10

- Apostando quatro triplas e duas duplas:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando as duas duplas

21 2z 1y 64
(_) (_) (_) 148 =
3 3 3 59.049

I1) Errando uma das duas duplas e acertando as oito simples

1\ o2zt /108 4
(_) (_) (_) 142 =
3 3 3 59.049

Portanto, a probabilidade é:

64 4 68

= ~ ~ _3
59.040 ' 59.049  59.049 ~ 868 1,2.10

- Apostando quatro triplas e trés duplas:

I) Errando uma das sete simples marcadas e acertando as trés duplas

20 2\ /10\® 112
(_) (_) (_) 147 =
3 3 3 59.049

I1) Errando uma das trés duplas e acertando as sete simples

1Y 2\ /1y 12
(_) (_) (_) 143 =
3 3 3 59.049

Portanto, a probabilidade é:

112 N 12 124
59.049 ' 59.049  59.049 ~ 476

=2,1.1073
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- Apostando cinco triplas:

Nesse caso s6 ha a possibilidade de errar uma das nove simples:

B).(2) o= o s sg110
3/ "\3) "7 7 7 19.683 ~ 1.094 _

- Apostando cinco triplas e uma dupla:

I) Errando uma das oito simples marcadas e acertando a dupla

1 7

@1(%) (%) 1.8 = 19%6283

I1) Errando a dupla e acertando as oito simples

1\ /108 1
6
3 3 19.683

Portanto, a probabilidade é:

32 1 33

= = =1,7.1073
19.683 * 19.683 19.683 596

- Apostando seis triplas:

Nesse caso s6 ha a possibilidade de errar uma das oito simples:

1 7

(2) (1) 17.8 = 16 1 ~24.1073
3/ '\3) "7 "7 6561 410 7
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Tabela 9. Tabela Resumo das Probabilidades na Loteca

Tipo de Probabilidade de acerto
aposta ) -
P 14 jogos 13 jogos
1 dupla 4,2.1077 1,1.107°
2 duplas 8,4.1077 2,1.107°
3 duplas 1,7.107° 3,9.107°
4 duplas 3,3.10°° 7,4.107°
5 duplas 6,7.107° 1,4.107*
6 duplas 1,3.1075 2,5.107*
7 duplas 2,7.107°> 4,7.10™%
8 duplas 5,4.1075 8,6.107*
9 duplas 1,1.107* 1,6.1073
1 tripla 6,3.1077 1,6.107°
1triplael 1,3.107° 3,1.107°
dupla
1triplae 2 2,5.107° 58.107°
duplas
1triplae 3 5.107¢ 1,1.107*
duplas
1triplae 4 1075 2.107*
duplas
1triplae5 2.1075 3,7.107*
duplas
1triplae6 4,107° 6,8.107*
duplas
1triplae7 8.107° 1,2.1073
duplas
1triplae8 1,6.107% 2,2.1073
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duplas

2 triplas 1,9.107° 4,5.1075

2 triplase 1 3,8.107° 8,5.107°
dupla

2 triplas e 2 7,5.107° 1,6.107*
duplas

2 triplas e 3 1,5.107° 2,9.107*
duplas

2 triplas e 4 3.1075 5,4.107*
duplas

2 triplase 5 6.1075 9,9.107*
duplas

2 triplas e 6 1,2.107% 1,8.1073
duplas

3 triplas 5,6.107° 1,2.107*

3triplase 1 1,1.107° 2,3.107*
dupla

3triplase 2 2,3.107° 4,3.107*
duplas

3triplase 3 4,5.107° 7,9.107*
duplas

3triplase 4 9.107° 1,4.1073
duplas

3triplase 5 1,8.107* 2,6.1073
duplas

4 triplas 1,7.107° 3,4.107*

4 triplase 1 3,4.107° 6,3.107*
dupla

4 triplas e 2 6,8.107°> 1,2.1073
duplas

4 triplas e 3 1,4.107% 2,1.1073
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duplas

5 triplas 5,1.1075 9,1.107*

5triplase 1 107* 1,7.1073
dupla

6 triplas 1,5.107% 2,4.1073
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CAPITULO IV

ATIVIDADE PEDAGOGICA

Nesse capitulo, é feita uma proposta de atividade pedagdgica envolvendo 0s jogos

lotéricos a ser desenvolvida em sala de aula. A atividade foi dividida em 4 etapas.

4.1 Atividade: “Quem quer ser um milionario?”

4.1.1 Primeira etapa
Tempo previsto para atividade: 30 minutos.

O professor deve pedir a cada aluno que leve uma moeda. Solicita-se ao aluno que
faca o lancamento da moeda 20 vezes e anote os resultados. Verifica-se com a turma se algum
dos alunos conseguiu tirar 20 caras nesses 20 langcamentos. Em seguida pede-se entdo que se
calcule a probabilidade disso acontecer. Supondo-se as moedas honestas, o resultado

1\20 1
alcancado sera (E) = =~95.107".

"~ 1.048.576
O professor solicita que a turma compare essa probabilidade com a de ganhar o prémio

principal nas loterias federais e que tirem juntos algumas conclusdes, como por exemplo:

- E mais facil tirar 25 caras em 25 lancamentos de uma moeda do que ganhar o prémio

principal da Mega Sena com uma aposta simples.

- E mais facil tirar 24 caras em 24 lancamentos de uma moeda do que ganhar o prémio

principal da Quina com uma aposta simples.

- E mais facil tirar 23 caras em 23 lancamentos de uma moeda do que ganhar o prémio

principal da Dupla Sena com uma aposta simples.

- E mais fécil tirar 21 caras em 21 lancamentos de uma moeda do que ganhar o prémio

principal da Lotofacil com uma aposta simples.
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O objetivo principal dessa parte inicial da atividade é dar ao aluno uma 6tima nogéo de
interpretacdo dos ndmeros no calculo de probabilidade e da dificuldade que existe em ser

premiado numa loteria federal, umas mais outras menos.

4.1.2 Segunda etapa
Tempo previsto para atividade: 30 minutos.

A turma deve ser dividida em grupos de 4 a 6 alunos. O professor deve propor aos
grupos que debatam sobre alguns questionamentos em relacdo, por exemplo, a Mega Sena.

Sao exemplos de questionamento:

- Sabendo que a sequéncia (19, 23, 29, 31, 41, 53) ja foi sorteado em algum concurso

anterior da Mega Sena, voceé jogaria esse jogo?

- O que voceé acha da sequéncia (03, 09, 17, 25, 51, 59)? Apostaria nela, uma vez que

todos 0s nimeros sdo impares?

- Apostaria na sequéncia (02, 08, 13, 21, 34, 55), sabendo que todos esses nimeros

fazem parte da sequéncia de Finonacci?

- A sequéncia cléassica (01, 02, 03, 04, 05, 06) é mais dificil de sair do que o jogo (12,
25, 28, 33, 46, 52)?

O objetivo dessa parte da atividade é perceber que cada sorteio da Mega Sena (ou
outra loteria federal) € um evento independente. Ou seja, mesmo que determinada sequéncia
ja tenha sido sorteada anteriormente ou seja uma sequéncia que possa parecer improvavel de

ocorrer, as probabilidades sdo as mesmas em relacdo a outra sequéncia de nimeros qualquer.

A falsa impressdo de que um resultado do tipo (01, 02, 03, 04, 05, 06) é mais dificil de
sair do que (11, 32, 36, 40, 46, 52) talvez se deva pelo fato de que é muito mais provavel ser
sorteada uma sequéncia que ndo tenha numeros consecutivos do que uma com numeros
seguidos. Porém, devemos nos atentar para o seguinte fato: independente da sena sorteada ter

ndmeros consecutivos ou ndo, cada jogo tem o0 mesmo peso em relacdo ao espaco amostral.
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4.1.3 Terceira etapa
Tempo previsto para atividade: 30 minutos.

Nessa parte da atividade, o professor deve pedir aos alunos que reflitam sobre a

seguinte situacéo:

- Hoje em dia, com R$ 24,50, consegue-se fazer uma aposta com 7 nUmeros no mesmo
cartdo ou 7 apostas de 6 numeros, ambas na Mega Sena. Dada essa situacdo, pergunta-se o
que seria mais vantajoso: apostar 7 nimeros num mesmo cartdo ou apostar em 7 cartdes com

6 nimeros em cada, todas as dezenas distintas?

A ideia é a de que os alunos concluam que para se acertar a sena, marcar 7 nimeros
num mesmo cartdo ou marcar 6 nameros em 7 cartdes distintos, as chances se equiparam,

como mostramos a seguir.

Cartao unico com 7 ndmeros:

7!
C 7

o - 6L _ = 1,4.1077
Cone  50.063.860  50.063.860

Sete cartdoes com 6 nUmeros:

1 7

7. =
Ceos  50.063.860

~1,4.1077

Porém, se pensarmos no acerto da quina e considerarmos o0s sete cartdes marcados
com todas as dezenas distintas, concluiremos que é mais vantajoso apostar em 7 cartdes

distintos com 6 numeros. Assim:

Cartéo unico com 7 nUmeros:

Crs:Cs3a _ 1113
Ceos  50.063.860

~22.107°
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Sete cartdes com 6 nUmeros:

7C6,5.C54,1_ 324 2.268
" Ceos  50.063.860 50.063.860

= 4,5.107°
414 Etapa Final
Tempo previsto para atividade: 60 minutos.

Nessa parte da atividade, o professor solicita que os alunos reflitam sobre a seguinte quest&o:

- “Sera que existe uma loteria federal mais indicada para se apostar?”’

Primeiramente, o professor deve fazer com que os alunos concluam que para se comparar dois

jogos de azar, devemos levar em conta suas premiacoes e probabilidades.
Exemplos:
a)
Jogo 1- Prémio de R$ 10,00 com probabilidade de 50%
Jogo 2- Prémio de R$ 20,00 com probabilidade de 50%.
Melhor jogo: jogo 2
b)
Jogo 1- Prémio de R$ 10,00 com probabilidade de 80%
Jogo 2- Prémio de R$ 10,00 com probabilidade de 25%.

Melhor jogo: jogo 1

Concluida a primeira etapa, o professor deve agora fazer o seguinte questionamento:
- “E se as probabilidades e prémios pagos nao forem iguais? Como compara-los?”

Para responder esse questionamento, realiza-se uma atividade com os alunos baseada
no valor esperado de cada jogo. O valor esperado de um jogo é uma medida estatistica que
leva em consideracdo a premiacdo e sua probabilidade. E dado pela seguinte formula
(FONSECA; MARTINS, 2006):
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Valor esperado = ) (Premiagéo x Probabilidade)

Contudo, as premiagdes pagas pelas diversas loterias dependem da arrecadacdo de
cada jogo e do nimero de acertadores que rateiam o prémio total a ser pago. Visando resolver
esse problema, foi utilizada a média das premiacdes pagas para cada jogo. Todos as médias

dos prémios pagos a seguir foram retiradas do site oficial da Caixa Econémica Federal.
Exemplo do célculo do valor esperado da Mega Sena:
- Média dos prémios pagos aos acertadores da sena: R$ 19.561.402,90
- Média dos prémios pagos aos acertadores da quina: R$ 23.423,34
- Média dos prémios pagos aos acertadores da quadra: R$ 502,02
- Probabilidade de acertar a sena com uma aposta simples: 0,000002%
- Probabilidade de acertar a quina com uma aposta simples: 0,0006%
- Probabilidade de acertar a quadra com uma aposta simples: 0,043%
- Valor esperado da Mega Sena:
VE = (19.561.402,90.0,000002% + 23.423,34.0,0006% + 502,02.0,043% = 0,75

Entretanto, o valor calculado acima de R$0,75 ndo leva em consideracdo que o
apostador deve pagar R$ 3,50 para realizar uma aposta simples da Mega Sena. Logo, se
levarmos em consideracdo esse custo, temos que o valor esperado de todo o jogo é dado por
R$0,75 - R$3,50 = - R$ 2,75.

O professor, se preferir, pode levar para a sala de aula as médias ou os valores
esperados ja prontos, fazendo apenas com que os alunos interpretem os dados. A tabela a
seguir exibe os valores esperados das loterias estudadas, baseada nos dados extraidos do site

da Caixa Econdmica Federal:
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Tabela 10. Valor esperado calculado das diversas loterias federais

) Quantidade de ) ) Valor Esperado Valor Esperado
Loteria ) ) Inicio Término
sorteios analisados (sem preco)
(com preco)
MEGA-SENA 5 02/05/2015 13/06/2015 0,75 -2,75
LOTOFACIL 5 12/06/2015 22/06/2015 0,84 -1,16
QUINA 5 14/05/2015 15/06/2015 0,49 -1,01
DUPLA
5 30/12/2014 24/03/2015 0,23 -1,77
SENA
LOTECA 5 13/04/2015 15/06/2015 0,07 -1,93
TIMEMANIA 5 14/10/2014 07/05/2015 0,79 -1,21
LOTOMANIA 5 21/03/2015 03/06/2015 0,67 -0,83
LOTOGOL 5 27/04/2015 15/06/2015 0,01 -0,99

Ao final da atividade e baseada na tabela acima, a turma devera ser capaz de tirar

algumas conclus6es, dentre elas:

- A loteria mais indicada ¢ a LOTOMANIA, que possui o maior valor esperado final
(R$ -0,83).

- A MEGA SENA, uma das loterias mais populares, possui 0 menor valor esperado
(R$ -2,75), apesar de possuir as maiores premiagdes. 1sso se da pelo fato da probabilidade de

se ganhar algum prémio com essa loteria ser muito baixa.

- Todas essas loterias seriam equivalentes se possuissem o mesmo valor esperado. 1sso
ocorreria, por exemplo, se o preco de cada uma delas fosse igual ao seu respectivo valor
esperado (sem preco). Nesse caso, 0 valor esperado final seria O e diriamos que o preco da
loteria seria justo, ou seja, ndo haveria quem lucrasse com 0 mesmo: nem governo, nem
apostador. Por exemplo, 0 preco justo a ser pago por uma aposta simples da LOTECA seria

de R$ 0,07, ao invés de R$ 2,00 pago atualmente.
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- Quanto as estratégias, nos jogos que envolvem partidas de futebol, o apostador pode
utilizar alguma informacéo sobre o esporte bretdo para aumentar as suas chances, como por

exemplo, a maior probabilidade de o time da casa vencer uma partida.

- O apostador pode maximizar o valor esperado de sua aposta, guardando o seu

dinheiro para apostar quando as premiac6es estiverem acumuladas.
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CONCLUSAO

Este trabalho buscou destacar que a aprendizagem em Matematica, em particular a
probabilidade, serd mais significativa através de aulas que aproximem o contetdo com o
cotidiano do aluno. A escolha do tema probabilidade se deu pela abundancia de aplicaces e

ocasifes em que a mesma aparece no dia a dia.

Procurou também contribuir para a melhoria no ensino-aprendizagem de probabilidade
no Ensino Médio, e para tal, utilizou as loterias federais como ferramenta, tema presente na
cultura do brasileiro. Acreditou-se que, levando para sala de aula situagdes que aproximem o
aluno de sua realidade, as aulas tornam-se mais atraentes do ponto de vista do discente,

transcendendo a forma tradicional de ensino.

Com o intuito de colaborar com a préatica pedagodgica dos discentes, elaborou-se uma
proposta de atividade pedagdgica dividida em 4 etapas em sequéncia, todas baseadas nas
loterias federais e destinadas aos alunos do Ensino Médio. Nessa proposta, o professor adota
a funcdo de mediador perante os diversos debates e discussdes que certamente surgirdo no

decorrer das atividades.

E importante que se ressalte que as 4 etapas pedagogicas em sequéncia fazem parte de
uma proposta, e portanto, da total liberdade aos discentes que optarem por coloca-las em
pratica, a fazerem as alteracGes e adaptacdes que julgarem necessarias. O professor podera,
por exemplo, alterar a ordem da sequéncia das etapas, acrescentar novas atividades ou utilizar

apenas algumas delas.

O trabalho cumpriu o seu objetivo em fornecer ferramentas para a melhora da pratica
pedagdgica em Probabilidade e, consequentemente, informar os alunos sobre 0s jogos de
maneira geral, e mais especificamente, sobre as loterias, conscientizando-0s sobre as

dificuldades de se ganhar e da participacdo das loterias como receita para o governo.

O fato é que alcancar uma educacdo de qualidade, através de um conhecimento
concreto, é tarefa das mais arduas, e depende muito da dedicacdo dos profissionais

envolvidos. Espera-se que a presente proposta de ensino coopere para esse fim.
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