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RESUMO

Pereira, Marcilio Daniel de Castro. Grafo e o problema do caminho minimo:
algoritmo e programacao em Pascal. 2022. — 152 péaginas. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT). Instituto de Ciéncias
Exatas, Departamento de Matematica, Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro, Seropédica, RJ, 2022.

Este trabalho tem como objetivo trazer uma proposta de ensino para as turmas de
ensino médio abordando um tépico especifico da Teoria dos Grafos que trata de
caminhos minimos e dos Algoritmos de Dijkstra e Bellman-Ford utilizados para
determina-los. Como os algoritmos sdo algo abstrato, tendo grande importancia
quando transformados em um programa através de uma linguagem de
programacao, optou-se em trazer para o presente trabalho as noc¢des da linguagem
de Programacdo Pascal, linguagem de facil compreensdo para programadores
iniciantes. Neste trabalho, os alunos terdo contato com a linguagem de programacao
Pascal, conhecerdo a origem e a importancia da Teoria dos Grafos e terdo acesso
as nocgdes basicas da teoria, pressupostos para o estudo dos caminhos minimos, de
seus algoritmos e dos programas em Pascal a eles relacionados. Foram propostas
atividades relacionadas ao cotidiano dos alunos, com o fim de propiciar o dominio
dos conceitos basicos tanto da linguagem de programacdo Pascal como da Teoria
dos Grafos, em especial, dos algoritmos voltados para resolugdo dos problemas
envolvendo caminhos minimos. Espera-se, por fim, uma mudanca comportamental
do aluno na busca pelo novo, demonstrando a sua curiosidade em conhecer mais
sobre a Teoria dos Grafos e fazendo uso do Pascal para criar seus préprios

programas no auxilio de suas tarefas diarias.

Palavras-Chave: Matematica, Ensino Médio, Teoria dos Grafos, Caminhos Minimos,

Algoritmo, Pascal, Dijkstra, Bellman-Ford.



ABSTRACT

Pereira, Marcilio Daniel de Castro. Graph and the shortest path problem:
algorithm and programming in Pascal. 2022. - 152 pages. Dissertation
(Professional Master in Mathematics in National Network - PROFMAT). Institute of
Exact Sciences, Department of Mathematics, Federal Rural University of Rio de
Janeiro, Seropédica, RJ, 2022.

This work aims to bring a teaching proposal to high school classes addressing a
specific topic of Graph Theory that deals with shortest paths and the Dijkstra and
Bellman-Ford algorithms used to determine them. As algorithms are something
abstract, having great importance when transformed into a program through a
programming language, it was decided to bring to the present work notions of the
Pascal programming language, a language of easy understanding for beginning
programmers. In this work, students will have contact with the Pascal programming
language, will know the origin and importance of Graph Theory and will have access
to the theory's basic notion, presuppositions for the study of shortest paths, their
algorithms and related Pascal programs. Activities related to the daily lives of
students were proposed, in order to provide mastery of the basic concepts of both
the Pascal programming language and Graph theory, in particular, algorithms aimed
at solving problems involving shortest paths. Finally, a behavioral change in the
student is expected in the search for the new, demonstrating their curiosity to know
more about Graph Theory and making use of Pascal to create their own programs to

help with their daily tasks.

Keywords: Mathematics, High School, Graphs Theory, Shortest Paths, Algorithm,

Pascal, Dijkstra, Bellman-Ford.
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INTRODUCAO

Analisando trabalhos desenvolvidos pela comunidade académica, pode-
se afirmar que o estudo dos Grafos possui uma grande relevancia para a solucao de
problemas envolvendo o cotidiano da sociedade brasileira e mundial. A Teoria dos
Grafos soluciona problemas envolvendo, entre outros, o controle de semaforos de
uma cidade (HERNANDES, 2007), o itinerario dos caminhdes para a coleta de lixo
em um bairro da cidade (SILVA, 2020), a otimizacdo de fluxo em uma rede de
computadores (MOTTA & BRITO, 2017), o planejamento de rotas de voos por uma
companhia aérea (FRANCO, 2019), a andlise do desenvolvimento humano
(ALMEIDA & CUNHA, 2003), o planejamento de interligacéo de rede elétrica (RESE
et al., 2017) e o sequenciamento de DNA (BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ,
2009).

Optou-se aqui por abordar caminhos minimos, topico especifico da teoria,
bastante utilizado e aplicado na area de Pesquisa Operacional, e os Algoritmos de
Dijkstra e Bellman-Ford utilizados para determind-los. Problemas praticos que
ocorrem nas areas de transportes e logistica podem ser solucionados utilizando os
algoritmos. Através do seu estudo, solucionam-se problemas envolvendo duas
localidades em que se quer saber, por exemplo, o caminho mais curto entre elas ou
0 caminho em que o percurso sera realizado em menor tempo como o apresentado
por Oliveira et al. (2020), no 11° Congresso de Logistica das Faculdades de
Tecnologia do Centro Estadual de Educacdo Tecnoldgica Paula Souza. Através de
um estudo em que se aplicou o Algoritmo de Dijkstra, a rota encontrada pelo
algoritmo representou uma reducao para uma empresa sediada em Angra dos Reis
de 16,38% no tempo praticado na antiga rota de entrega de mercadorias a clientes e
de 21,65% na quilometragem percorrida, correspondendo a um ganho financeiro
para a empresa, em face da reducdo dos custos associados a transporte

(combustivel, m&o de obra e servigos).

Pensou-se em inserir a Teoria dos Grafos e, mais especificamente, o

estudo de caminhos minimos e seus algoritmos, no itinerario formativol a ser

1 Definido no art. 4° da Lei n® 13.415/2017, que alterou o art. 36 da Lei de Diretrizes e Bases da
Educacédo Nacional. Regulamentado pela Resolucéo n° 3/2018 do Conselho Nacional de Educacéo.
15



ofertado aos alunos pelas escolas. A partir do ano de 2022, o curriculum do ensino
meédio sera formado por uma base comum a todos os estudantes, onde estudaréo as
disciplinas tradicionais, e uma outra parte chamada de itinerario formativo, voltado
para quatro grandes areas do conhecimento, sendo uma delas Matemética e suas
Tecnologias, e para a area técnica e profissional. As escolas poderdo ofertar
disciplinas, cursos, laboratérios, grupos de estudo, projetos etc., com o fim de
aprofundar o conhecimento de um conteudo ja estudado pelos alunos ou ampliar
esse conhecimento através da abordagem de um conteddo novo. A Teoria dos

Grafos se insere aqui.

Pensou-se, também, em inserir no trabalho a educacgéo digital, tema
transversal’? e fundamental para o desenvolvimento do raciocinio légico, propiciando
mudancas na forma de produzir conhecimento, armazena-lo e transmiti-lo. Como os
algoritmos séo algo abstrato, passando a ter uma grande importancia quando de sua
codificacdo para um programa de computacéo, optou-se em trazer para o presente
trabalho as nocbBes da linguagem de Programacdo Pascal, linguagem de facil
compreensao para programadores iniciantes (CASTILHO et al., 2020). Prevé-se o
seu estudo no itinerario formativo de Matematica e suas tecnologias, uma vez que
nele esta previsto o ensino de tecnologias e conteldos digitais como robotica,

automacao, criacao de jogos eletrénicos, inteligéncia artificial e programacao.

Assim, tem-se a possibilidade de reunir em um sé mdédulo ou disciplina a
ser ofertado como itinerario formativo pelas escolas o estudo de caminhos minimos,

de seus algoritmos e dos programas a eles relacionados.

O trabalho de dissertacdo é dividido em quatro capitulos. O primeiro é
dedicado ao estudo da criacdo de algoritmos e de um programa em Pascal. Seréo
apresentados dentre outros a estrutura de um Programa Pascal, as noc¢des de fluxo
de execucdo de um programa, os comandos de manipulacdo de dados e iteragao
com o usuario, as expressbes da linguagem para a realizacdo de calculos
aritmeéticos e logicos, os comandos da linguagem que modificam o fluxo de

execucdo do programa, as funcbes das sub-rotinas e outros tipos de estruturas

2 Definido no art. 26 da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional. Regulamentado pela
Resolucdo n° 3/2018 do Conselho Nacional de Educacéo.
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como os vetores, as matrizes e os registros. Ao final do capitulo, pretende-se que o
aluno ndo sé possa compreender as instrucfes de um programa em Pascal, mas
também possa criar 0s seus proprios programas. E através dessa compreensao, que
serdo apresentados os programas relacionados aos algoritmos para a busca do

caminho minimo em um grafo.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo dos grafos. Serdo apresentadas

a historia de sua origem, as areas de aplicacéo e as noc¢des basicas da teoria.

O terceiro capitulo € dedicado ao estudo do caminho minimo em um
grafo, onde serdo apresentados os Algoritmos de Dijkstra e Bellman-Ford utilizados

para determind-lo e os programas escritos em Pascal a eles relacionados.

Por fim, o quarto e ultimo capitulo é dedicado a atividades a serem feitas
pelos alunos, de preferéncia em grupo, as quais visam a compreensao da linguagem
Pascal abordada no capitulo 1, a fixacdo dos conceitos relacionados a grafos
abordados no capitulo 2 e a l6gica da determinacdo dos caminhos minimos em um
grafo utilizando-se dos Algoritmos de Dijkstra e Bellman-Ford apresentados no
capitulo 3 e dos programas a eles relacionados. Pretende-se que, através dos
recursos computacionais disponiveis nas escolas® ou, ainda, do seu préprio
smartphone, os alunos utilizem o Programa Pascal no auxilio a resolucdo das

atividades.

Pretende-se, ao final, que o aluno possa identificar os casos concretos
envolvendo caminhos minimos e aplicar os algoritmos e respectivos programas para

determina-los.

3 Através de Programas voltados para a educacéao digital, os entes da federacéo vém criando politicas
publicas direcionadas néo s para o aperfeicoamento dos professores e o0 ensino da Informatica nas
escolas, mas também para o acesso destes mesmos professores e alunos ao instrumental exigido
na informatica educativa como computadores, notebooks, tablets e internet. Dentre as politicas
atuais do Governo Federal podemos citar o Programa Nacional de Tecnologia Educacional (Proinfo)
e o Programa de Inova¢do Educacédo Conectada. O primeiro leva as escolas computadores,
recursos digitais e conteddos educacionais. Em contrapartida, estados, Distrito Federal e municipios
devem garantir a estrutura adequada para receber os laboratérios e capacitar os educadores para
uso das maquinas e tecnologias. O segundo apoia a universalizacdo do acesso a internet de alta
velocidade e fomenta o uso pedagoégico de tecnologias digitais na Educacgao Basica, prevendo o
direcionamento até o ano de 2024 a 100% dos alunos da educacgéo basica.
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Espera-se uma mudanca comportamental do aluno na busca pelo novo,
demonstrando a sua curiosidade em conhecer mais sobre a Teoria dos Grafos e
fazendo uso do Pascal para criar seus proprios programas no auxilio de suas tarefas
diarias.
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1. INTRODUCAO A LINGUAGEM PASCAL

Neste capitulo apresentaremos as nocfes basicas de algoritmo, como
construi-lo e como transforma-lo em um programa para ser executado pelo
computador. Saber construir algoritmos ou mesmo programas de computador
proporciona ao aluno o desenvolvimento do seu raciocinio logico para a solugéo de
problemas do cotidiano. Para o desenvolvimento dos programas, optou-se pela
linguagem de programacdo PASCAL, criada inicialmente para ser uma linguagem
para uso didatico. Ela permite ensinar com clareza os principais conceitos
envolvidos na programac&o estruturada de computadores (PEREIRA, 2018). E uma
boa linguagem para ser usada por programadores iniciantes (CASTILHO et al.,
2020).

Inicialmente, vamos definir o conceito de algoritmo. Para Eduardo Moreno
e Héctor Ramirez, algoritmo é uma sequéncia finita e ordenada de passos para
realizar uma tarefa de forma precisa (MORENO & RAMIREZ, 2011, p.21, traduc&o
nossa). Corroborando, Castilho et al. (2020, p.15) define algoritmo como “uma
sequéncia extremamente precisa de instru¢cdes que, quando lida e executada por

uma outra pessoa, produz o resultado esperado, isto €, a solucdo de um problema”.

Com isso, pode-se afirmar que os algoritmos fazem parte dos nossos
hébitos diarios. Para ilustrar, Moreno & Ramirez (2011) mostram a rotina de uma
pessoa que se prepara todas as manhdas para o trabalho, ao executar uma série de
passos como acordar, tomar banho, escovar os dentes, vestir-se, pentear-se, tomar
café, pegar uma conducdo ou caminhar até o trabalho. Esta sequéncia ordenada

forma um algoritmo.

Também formam um algoritmo os passos para o preparo de um bolo de
laranja: misturar o agucar, os ovos e a margarina. Bater bem até obter um creme
claro. Adicionar a mistura o suco de laranja, o fermento e a farinha de trigo. Bater
todos os ingredientes. Colocar a massa pronta em uma forma e leva-la ao forno pré-

aquecido a 180°C por 35 minutos.

Percebe-se que os algoritmos sao formados por instrugbes, em

sequéncia, cuja ordem deve ser respeitada por quem 0s executa, a fim de que o
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objetivo proposto seja atingido. O éxito fard& com que o algoritmo seja utilizado
novamente por quem o deseje. Para Mathias (2017), as palavras “sequéncia’,
‘ordem”, “passos”, “objetivo” e “repetibilidade” jamais podem ser esquecidas na

construgéo de um algoritmo.

Observe que o resultado esperado no preparo de um bolo de laranja é um
bolo delicioso. Aqui nem sempre o resultado é atingido. O éxito no preparo do bolo
dependera do conhecimento de quem o esta preparando. Como exemplo de um
resultado inadequado ocorre quando o cozinheiro resolve abrir 0 forno com menos
de 15 minutos do cozimento da massa. A probabilidade de o bolo solar é grande,
repercutindo na qualidade do bolo. Todavia, quando o algoritmo € utilizado para a
solucdo de problemas em matematica ou em computacdo, o resultado esperado
sera sempre 0 mesmo. Assim, um algoritmo construido para ler dois nameros
digitados pelo usuério, soma-los e imprimir o seu resultado, utilizado por qualquer

pessoa que digite os numeros 2 e 3, terd sempre como valor impresso o0 numero 5.

Saliente-se que o algoritmo passa a ser Util, uma vez que é algo abstrato,
quando ele é codificado em um programa por meio de uma linguagem de
programacao, onde sera testado e concretizado em um processo computacional e, a
partir de sua utilizacdo, passara a ter as caracteristicas de repetibilidade (MATHIAS,
2017). Dentre as linguagens de programacédo, pode-se citar o PASCAL, C, JAVA e
PYTHON.

De acordo com Castilho et al. (2020), a base das linguagens de
programacao, em geral, é constituida por:

e nocao de fluxo de execugcao de um programa,;

e comandos da linguagem que manipulam os dados da memoéria e a
interacdo com o usuario (atribuicdo, entrada e saida de dados);

e expressOes da linguagem que permitem a realizacdo de célculos
aritmeéticos e logicos;

e comandos da linguagem que modificam o fluxo de execucéo de um

programa.
Os algoritmos também sédo constituidos de forma semelhante.
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O fluxo de execucdo do programa garante que cada instrucdo seja
executada uma apos a outra. Caso haja na construcéo do algoritmo ou do programa
alguma estrutura condicional ou de repeticdo, o fluxo de execucdo poderd ser
alterado ou desviado. A interagdo com 0 usuario ocorre com a insercdo de dados
pelo teclado (leitura de dados) ou pela saida de dados (escrita ou impressao na tela
do monitor). A manipulacdo dos dados ocorre com os comandos de atribuicdo de
igual ( =), na construcdo do algoritmo, de dois-pontos seguidos de igual ( := ), na
construcdo do programa em Pascal, destes ou de outro comando de atribuicdo
qgquando se tratar de outra linguagem de programacdo. A realizacdo de calculos
aritméticos e logicos (booleanos) é a propria esséncia dos algoritmos e dos

programas de computador.

Na Figura 1, a esquerda, encontra-se o algoritmo que calcula a média
aritmética entre dois nimeros inteiros digitados pelo usuério e a imprime na tela do
monitor e, ao lado, a direita, o programa com as instrucées em Pascal que codifica o

algoritmo.

Figura 1 — Construcédo de um Algoritmo e de um Programa em Pascal

1 | Algoritmo media_aritmetica; 1 | Program media_aritmetica;

2 | variaveis 2 | var

3 | numerol, numero2: inteiro; 3 numerol, numero2: integer;

4 media: real; 4 media: real;

5 5

6 | inicio 6 | begin

7 escreva (‘Digite o 1° numero: ); 7 write (‘Digite o 1. numero: ‘);

8 leia (numerol); 8 readin (humerol);

9 escreva (Digite o 2° nimero: ); 9 write (Digite 0 2. numero: ¥);
10 leia (numero2); 10 readin (numero2);
11 media = (humerol + numero2) / 2; 11 media := (numerol + numero2) / 2;
12 escreva (‘Média: ‘, media:8:2); 12 writeln (‘Media: , media:8:2);
13 | fim. 13 | end.

Fonte: Autor

Apresentar-se-a a seguir uma sintese da linguagem de programacgao
Pascal, que dara ao aluno boas nocbes de como programar nesta linguagem.

Cabera ao aluno o seu aprofundamento.
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1.1. ESTRUTURA DE UM PROGRAMA EM PASCAL

Um programa em Pascal é dividido em trés partes distintas: um
cabecalho, uma area de declaracdes, nem sempre obrigatoria, e o corpo do
programa, que € a area reservada ao programa principal (MANZANO & YAMATUMI,
2002).

1.1.1. CABECALHO

O cabecalho é a area destinada a identificacdo do programa. Possui a

seguinte sintaxe: program <nome_do_programa>;

No programa ilustrado na Figura 1, o cabegalho é identificado como:

Program media_aritmetica;

1.1.2. AREA DE DECLARACOES

A area de declaracdes € destinada a validar o uso de identificadores que
nao sejam predefinidos pelo Pascal como as palavras reservadas usadas no
cabecalho (ex: program), na area de declaracdes (ex: var, integer, const, function) e
no corpo do programa (ex: write, read, mod), bem como o nome do programa. Esta
area € subdividida em subareas, a saber: rotulos (label), constantes (const),
variaveis (var), procedimentos (procedure), fungdes (function) e outras estruturas de

dados. Cada uma das subéareas possui um modo de ser referenciada pelo programa.

Inicialmente, abordar-se-& as subareas variaveis e constantes. Com o

maior conhecimento da linguagem, outras subareas serdo abordadas mais adiante.

1.1.2.1. DECLARACAO DE VARIAVEIS

O programador, ao declarar uma variavel, faz com que o computador
reconheca aquele nome e passe a reservar um endereco de memoria para
armazenar o conteudo daquela variavel (MANZANO & YAMATUMI, 2002). As
variaveis sao declaradas através da palavra reservada var, tendo a seguinte sintaxe:

var

<identificador>: tipo;
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onde <identificador> representa um ou mais identificadores separados por
virgula (, ); e tipo, o tipo das variaveis pré-definidas pelo compilador ou pelo préprio
programador. Para cada linha do programa, devera ser declarado um tipo diferente
de dados. Os tipos pré-definidos pelo compilador sdo: inteiro (integer), real (real),
caractere (char), literal (string) e logico (boolean), além de outros tipos como vetor e
matriz (array) e registro (record). No programa ilustrado na Figura 1, na area de

declaragfes foram declaradas trés variaveis, duas do tipo inteiro e uma do tipo real:

var
numerol, numero2: integer;

media; real;

1.1.1.2. DECLARACAO DE CONSTANTES

Uma constante é um valor fixo que ndo se altera durante a execucao do
programa, contrariamente do que pode ocorrer com a varidvel. As constantes
assumem o tipo do seu conteudo, podendo, por exemplo, ser do tipo inteira, real ou
l6gica. S&@o declaradas através da palavra reservada const, tendo a seguinte
sintaxe:

const

<identificador> = valor;

onde <identificador> identifica a constante; e valor, o seu contelddo. Para

cada linha do programa, devera ser declarado um tipo diferente de dados.

Exemplo:
const
pi = 3.1416;
nao = false;

1.1.3. CORPO DO PROGRAMA

Segundo Manzano & Yamatumi (2002), o corpo do programa é a area
destinada a escrita do programa propriamente dito. Inicia-se com a palavra

reservada begin e se encerra com a palavra reservada end seguida de ponto ( . ).
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Entre as palavras reservadas end e begin, havera uma sequéncia de comandos ou

instrucdes, também chamada de bloco, que sera processada pelo computador.

No exemplo ilustrado na Figura 1, o corpo do programa esta representado
pelas instrugdes:
begin
write (‘Digite o 1. numero: );
readin (numerol);
write (Digite o 2. numero: °);
readin (numero2);
media := (numerol + numero2) / 2;
writeln (‘Media: ‘, media:8:2);

end.

1.2. LEGIBILIDADE DO CODIGO

Para uma melhor visualizacdo do programa, muitas vezes faz-se
necessario inserir linhas em branco em seu codigo, as quais sdo ignoradas pelo
compilador. Além disso, € importante inserirmos no programa comentérios Uteis a
quem Ié o programa, também ignorados pelo compilador. Eles devem vir precedidos

de “duas barras (//)”.

O compilador nao distingue comandos e identificadores em maiusculo ou

minusculo.

Para que ndo haja erro na compilacdo dos dados, cada instrucdo devera
se limitar a uma anica linha. Também para que nao haja erro de compilacdo, as
palavras que compdem as instru¢des em Pascal ndo podem estar acompanhadas

de acentuacédo grafica, exceto quando se referem a comentarios.

Para melhor apresentacdo de um programa, o codigo devera estar
alinhado em colunas, identificando quais linhas do codigo estdo vinculadas a um

determinado comando.

Os programas Program media_aritmetical e Program

media_aritmetica2, ilustrados na Figura 2, gerardo o mesmo cdodigo executavel,
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todavia para quem |é os programas, a disposicdo do cbédigo de Program

media_aritmetical torna mais compreensivel o programa.

Figura 2 — Legibilidade do Cédigo de um Programa

1 | Program media_aritmetical; 1 | Program media_aritmetica2;
2 | var 2 1 VAR
3 numerol, numero2: integer; 3 | NUMEROL, numero2: integer;
4 media: real; 4 media: real;
5 5 | begin
6 | begin 6 | write (‘Digite o 1. numero: );
7 lNleitura de dados a serem digitados 7 readin (numerol);
8 write (‘Digite o 1. numero: ); 8 write (Digite o 2. numero: ¥);
9 readin (numerol); 9 readin (numero2);
10 10 | media := (numerol + numero2) / 2;
11 write (Digite o 2. numero: °); 11 writeln (‘Media: , MEDIA);
12 readin (numero2); 12 | end.
13
14 ] /Icélculo da média
15 ] media := (numerol + numero2) / 2;
16
17 1 /limpressé&o do resultado
18 | writeln (‘Media: ‘, media);
18 | end.

Fonte: Autor

1.3. BASE DA LINGUAGEM DE PROGRAMACAO

A base das linguagens de programacdo, em geral, é constituida por
comandos ou instru¢des de atribuicdo que manipulam os dados armazenados em
memo©ria, por comandos ou instru¢des de iteracdo com o usuario (entrada e saida de
dados), pela nocdo de fluxo de execucdo de um programa e de sua modificacdo e
pelas expressfes da linguagem que permitem a realizacdo de calculos aritméticos e
l6gicos (CASTILHO et al., 2020).

1.3.1. COMANDOS DE ENTRADA E SAIDA

Toda linguagem de programagao precisa possuir mecanismos de iteragao
com o usuario. Através deles, o usuario podera fornecer dados ao computador, para
gue este 0s processe e gere como saida aquilo que o programa se propde a fazer,
gue, no caso do programa ilustrado na Figura 1, € a impressao na tela do monitor da

média entre dois nUmeros inteiros. Esses mecanismos sdo chamados de
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dispositivos de entrada (teclado, modem, leitores Oticos e disco) e saida (video,

impressora e disco).

O dispositivo de entrada padrdo usado pelo Pascal é o teclado. Atraves
dele, os dados serdo fornecidos ao computador, através do comando de entrada
read ou readlIn, que ira processa-los, retornando uma saida através do monitor de
video, que é o dispositivo de saida padrdo, através do comando de saida write ou
writeln. Os comandos readln e writeln séo variantes de read e write e fazem com
qgue o cursor do monitor mude de linha apds a exibicdo dos dados. No caso de read

e write o cursor continuara na mesma linha.

Os comandos de entrada e saida possuem a seguinte sintaxe
(CASTILHO et al., 2009):
read (<lista de variaveis>);
readin (<lista de variaveis>);
write (<lista>);

writeln (<lista>);

em que <lista de varidveis> representa um identificador ou uma lista de
identificadores de varidveis separados por virgula ( , ), e <lista> é uma lista de
elementos separados por virgula, em que cada elemento pode ser um identificador
de variavel, uma expressdo aritmética ou uma cadeia de caracteres apresentada
entre aspas simples ( ‘), representando uma mensagem a ser mostrada na tela do

monitor.

A Figura 3 ilustra a execucdo das instrucdes de entrada e saida do
programa Program media_aritmetica. Percebe-se que apds o programa solicitar a
entrada de dados, houve a digitacdo pelo usuario dos nimeros inteiros 3 e 2. Em
seguida ha a realizac&o do calculo aritmético, para a impressédo do seu resultado na
tela do monitor. O resultado impresso foi formatado com 2 casas decimais, dentro de

um espaco de 8 caracteres conforme codigo definido no programa principal:

writeln (‘Media: ‘, media:8:2);

26



Figura 3 — Execucao do Programa Program media_aritmetica

OWS\SYSTEMIZ omd.exe
1. numerg: 3
2. numero: 2

Bl CAWIND

J1 o

Fonte: Autor

1.3.2. FLUXO DE EXECUCAO DO PROGRAMA

No exemplo ilustrado na Figura 1, o fluxo de execugcdo do programa
obedece a seguinte sequéncia ordenada: Inicialmente se executa a instrucdo write
(‘Digite o 1. numero: ), que escrevera na tela do monitor a expressao entre aspas
simples ( ‘). O cursor do monitor continuard na mesma linha e piscara. Depois de
concluida a 12 instrucdo, executa-se a instrucdo readln (numerol). Esta instrucdo
faz com que o programa guarde um dado, de mesmo tipo da variavel declarada, a
ser digitado pelo usuério. Apds a digitacdo, o endereco de memodria associado a
variavel numerol armazena o numero inteiro digitado. O cursor do monitor mudara
de linha. Depois de concluida a 22 instrucdo, o programa executa a instru¢cao write
(Digite 0 2. numero: ‘). O cursor do monitor continuard na mesma linha e piscara.
Depois serd executada a instrucdo readln (numero2). O endereco de memodria
associado a variavel numero2 armazenara o segundo numero inteiro digitado pelo
usuario. Supondo que esses numeros sejam 3 e 2, 0 programa executara o célculo
da média entre os numeros conforme a expressédo aritmética (numerol + numero2)
/ 2, e o resultado, através do comando de atribuicdo dois-pontos seguidos de igual
( :=), serd armazenado no endereco de memdéria associado a variavel media. A
altima instrucdo do programa escrevera o resultado na tela do monitor reservando
um espaco de 8 caracteres para a impressdo do numero real no formato de duas

casas decimais.
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1.3.3. REPETICAO DE COMANDOS

Imagine que o programador queira ler 10 nameros reais e calcular a
meédia destes numeros. Com 0 que vimos até 0 momento, o programador deveria
inserir no corpo do programa principal, dez comandos read ou readln. Note que o
programa comecaria a ficar extenso. Imagine agora a inser¢do de 100 nuameros.
Para resolver essa questdo, o Pascal, como outras linguagens de programac&o,
utiliza em sua estrutura comandos de repeticdo, também conhecida como loop ou
lago. De acordo com Castilho et al. (2009, p.50), “os comandos de repeticdo servem
para desviar o fluxo de execucdo de maneira que um determinado trecho do cédigo
possa ser repetido por um numero determinado de vezes”. Essa repeticdo também
pode ocorrer até que uma condicdo de seu encerramento seja satisfeita. O Pascal
disponibiliza os comandos de repeticdo while ... do, for ... do e repeat ... until.

Abordar-se-ao os dois primeiros.
a) while ... do
O comando possui as seguintes sintaxes:

while <condi¢do> do enquanto <condi¢cdo> faca
<instrugcao>; <instrugao ou instru¢des>;

_ L fim enquanto;
while <condi¢do> do

begin
<instrucdes>;

end;

No comando de repeticdo while ... do, a instrucdo ou o bloco de
instrucbes sé sera executado caso o teste légico feito no inicio do loop seja
verdadeiro (TRUE). Concluida a execugéo da unica ou Ultima instru¢cdo, novo teste
l6gico é feito. Enquanto a condicdo for satisfeita, a instrucdo ou o bloco de
instrucbes seré executado. No momento em que a condicao deixa de ser satisfeita, o

fluxo de execucéo do programa € desviado para a primeira instrugdo apos o loop.
b) for ... do

O comando possui as seguintes sintaxes:
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for <var>:= <Vi> to/downto <VF> do para <var>:= <V;> a <V¢> faca
<instrucao>; <instrucdo ou instrugdes>;
fim para;
for <var>:= <Vi> to/downto <VF> do
begin
<instru¢des>;

end:;

Usa-se o comando for ... do para executar uma instrucdo ou um bloco de
instrucbes um numero fixo de vezes, o qual é controlado pela variavel de controle
var, variando do valor inicial (Vi) ao final (Ve). O comando de repeticdo pode ser
realizado de duas formas, com a palavra reservada to, neste caso Vi < VF, ou com a
palavra reservada downto, em que Vi > Vr. Sempre o valor da variavel de controle é
comparado com Vr. No caso do uso do to, se var < VF, a instrugdo ou o bloco de
instrucdes é executado e o valor de var é incrementado de uma unidade. No caso do
uso de downto, se var = VF, a instrucdo ou o bloco de instrugbes é executado e 0
valor de var é decrementado de uma unidade. O loop é executado até que a variavel
de controle ultrapasse Vr, no caso do uso do to, ou se torne inferior a Vr, no caso do
uso do downto (CASTILHO et al., 2009).

1.3.4. DESVIO DE FLUXO CONDICIONAL

Imagine que se deseje criar um programa que calcule a quantidade de
pessoas acima de 70 anos vacinadas contra a Covid-19 em um determinado
municipio do Brasil. Observe que, na elaboracdo do programa, precisaremos
comparar a idade de cada pessoa vacinada com o numero inteiro 70, para tomar a
decisdo no sentido de alterar ou ndo a variavel de controle (contador), criada para

calcular essa quantidade.

Para Manzano & Yamatumi (2002, p.65), a solucdo para problemas
semelhantes é “trabalhar uma nova instrucédo if ... then que tem por finalidade tomar
uma decisdo e efetuar um desvio de processamento, dependendo, é claro, da

condicdo atribuida ser Verdadeira ou Falsa”.
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Sendo a condicdo verdadeira, sera executada a instrucdo ou o bloco de

instrucdes relacionado aquela condicdo, ndo havendo alteracdo do fluxo de

execucao do programa. Sendo a condicéo falsa, o fluxo de execucao do programa

sera desviado para a primeira instrugdo apés a instru¢do ou o bloco de instrugdes

considerado verdadeiro.

A instrucao if ... then possui as seguintes sintaxes:

If <condig&o> then

<instrugao>;

If <condi¢éo> then
begin
<instrucdes>;

end;

se <condi¢ao> entéo
<instrucao ou instrucdes>;

fim se;

Imagine, agora, que se deseje criar um programa que calcule a

guantidade de pessoas acima de 70 anos ou abaixo desta idade vacinadas contra a

Covid-19 em um determinado municipio do Brasil. Na elaboracdo do programa,

continuamos precisando comparar a idade de cada pessoa vacinada com o nimero

inteiro 70, para tomar a decisdo no sentido de alterar duas varidveis de controle

(contadores), criadas para calcular essas quantidades. Se a idade for maior ou igual

a 70, uma das variaveis sera incrementada de uma unidade. Caso contrario, a outra

variavel sera incrementada de uma unidade.

Para a solucao de tais problemas, utiliza-se a instrucéo if ... then

gue possui as seguintes sintaxes dentre outras:

If <condi¢éo> then
<instrugaol>
else

<instrugao2>;

If <condigéo> then
begin

<instrucbesl1>;
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se <condi¢do> entdo
<instrug¢aol ou instru¢des 1>
senéo
<instrug&o2 ou instrugcdes 2>;

fim se;

... else,



end

else

begin
<instrugcbes2>;

end;

No uso da instrucéo if ... then ... else, sendo a condicdo verdadeira, a
instrucdol ou o bloco de instrucbesl sera executado. Em seguida, o fluxo de
execucao do programa sera desviado para a primeira instru¢cdo apés a estrutura if ...
then ... else. Sendo a condicdo falsa, o fluxo de execug¢do do programa sera
desviado para a execucao da instrucdo2 ou do bloco de instrugbes2 e seguird o
fluxo normalmente com a execucao da primeira instrugdo apés a estrutura if ... then
... else. Observe, nas sintaxes da estrutura, de que a instrucdo Unica ou a palavra
reservada end, que encerra o bloco de instru¢cdes correspondente ao if, ndo é

seguida de ponto-e-virgula ( ;).

Vimos até aqui os conceitos elementares da linguagem Pascal capazes
de auxiliar o aluno a elaborar seu programa de computador. A partir de agora, serédo
introduzidos novos conceitos e estruturas da linguagem que faréo o aluno elaborar

programas mais complexos e sofisticados de forma mais inteligente.

1.4. PROCEDIMENTOS E FUNCOES

De acordo com Castilho et al. (2020, p.145):

(...) @ medida em que os problemas exigem cddigos com muitas linhas, os
programas gerados vao se tornando cada vez mais complexos tanto para
serem desenvolvidos quanto para serem mantidos em funcionamento.

Para a solucao do problema, Manzano & Yamatumi (2002) propdem que
o problema deva ser subdividido em problemas menores. Por consequéncia, cada
parte menor tera um algoritmo mais simples chamado de sub-rotina. A propria sub-
rotina pode ser dividida em outras sub-rotinas, quando necessario, visando sempre
uma solucdo mais simples de um problema maior. Este processo é conhecido como

Método de Refinamento Sucessivo.
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As sub-rotinas sdo também conhecidas como subprogramas porque
atuam dentro dos programas. S&o modulos utilizados para facilitar o trabalho dos
programadores e analistas de sistemas e devem ser construidos com codigos bem
elaborados coerentes com o problema que se deseja modelar. A motivagao para o
uso da estrutura, além da modularidade, sdo a facilidade da leitura do codigo e o

aproveitamento deste coédigo no programa principal (CASTILHO et al., 2020).

Os subprogramas s&o divididos conforme a sua estrutura em
procedimentos (procedure) e funcdes (function). A diferenca basica entre eles é
que a funcdo retorna um valor e o procedimento ndo retorna valor, realizando
apenas a execucao de instrucdes que serdao aproveitadas no programa principal ou

em outro subprograma.

Castilho et al. (2009, p.16) mostra a similaridade entre a forma de
estruturacdo dos programas e dos subprogramas. Assim como 0s programas, 0S
procedimentos e funcdes sdo divididos em blocos com cabecalho, uma é&rea de
declaragcBes, nem sempre necessaria, € uma area reservada ao bloco de comandos
ou instrucdes. Assim se referem ao cabecalho:

A linha que contém o cabecalho do procedimento ou funcdo define a
assinatura ou prot6tipo do subprograma, isto é, estabelece o seu nome, 0s
parametros com respectivos tipos e, no caso das fun¢des, o tipo de retorno.

Os parametros podem ser passados de duas maneiras, tanto para
procedimentos quanto para funcBes: por valor ou por referéncia. Na
assinatura do subprograma, a diferenca é que os parametros passados por
referéncia levam a palavra var antes da lista de parametros.

Os parametros passados por valor recebem uma cépia dos valores das
variaveis usadas como argumento na chamada do subprograma. Os

parametros passados por referéncia remetem, na verdade, a propria
variavel; que sofrerd todas as alteragdes realizadas (grifo nosso).

Normalmente nesses subprogramas sédo declaradas variaveis locais que
tém escopo apenas dentro daquele subprograma, nado interferindo no programa
principal. Difere da variavel global, que séo as variaveis declaradas no cabecalho do
programa visiveis no programa principal, assim como nos subprogramas
(CASTILHO et al., 2020).

Para que os subprogramas possam ser executados, eles devem ser
chamados pelo programa principal ou por outro subprograma. No caso dos
procedimentos, a chamada é feita pelo seu nome e pela lista de argumentos
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(também chamados de parametros reais), que deve ter o mesmo numero de
parametros (os chamados parametros formais) e tipos definidos no cabecalho do
subprograma. No caso das funcdes, a chamada é semelhante, todavia como h& o
retorno de um valor numérico ou booleano, a chamada podera vir de qualquer lugar

gue se admita este valor.
a) Function:
O subprograma ilustrado na Figura 4 mostra a estrutura de uma funcgao.

Figura 4 — Estrutura de uma Fungéo

1 | function eh_primo (n: integer): boolean; 1 | func@o eh_primo (n: inteiro): l6gico;
2 | var 2 | variaveis
3 i, j: integer; 3 i, J: inteiro;
4 4
5 ] begin 5 ] inicio
6 eh_primo := true; 6 eh_primo = verdadeiro;
7 j == trunc (sqrt (n)); 7 j = piso (raiz (n));
8 8
9 if n =1 then 9 se n =1 entdo
10 eh_primo := false 10 eh_primo := falso;
11 else 11 sendo
12 fori:=2tojdo 12 parai=2ajfaca
13 if n mod i =0 then 13 se resto (n, i) = 0 entdo
14 eh_primo := false; 14 eh_primo := falso;
15 | end; 15 fim se;
16 fim para;
17 fim se;
18 | fim;

Fonte: Autor

Em regra geral, o cabecalho contém a palavra reservada function, o
nome da funcao, a lista de parametros e seu tipo (cada parametro separado por
ponto-e-virgula), nem sempre necessaria, e o tipo de retorno da funcéo (inteiro ou
|6gico). De acordo com o subprograma ilustrado na Figura 4, o cabecalho da funcao
esta assim definido:

function eh_primo (n: integer): boolean;

A funcdo tem um Unico parametro formal (n), do tipo inteiro, que
corresponde a copia do valor a ser passado como argumento pelo programa
principal ou um outro subprograma. A funcdo retornara um valor logico TRUE ou

FALSE que sera utilizado pela estrutura de chamada da funcéo.
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Na area reservada a declaracdes, foram declaradas as variaveis locais i e

j do tipo inteiro.

O corpo do subprograma contém as instru¢cdes que auxiliardo o programa
principal a verificar se um ndmero inteiro digitado pelo usuéario € ou ndo primo. A
primeira instrugcdo parte do pressuposto que todo numero recebido n é primo
(eh_primo :=true). A segunda instrucédo envolve as funcbes sqrt e trunc definidas
pelo compilador. A funcéo sqgrt (x) retorna a raiz quadrada de um numero racional x
nao negativo, e a funcdo trunc (x) retorna o namero inteiro menor ou igual ao
ndamero racional x. Assim, j receberd o numero inteiro menor ou igual a raiz
quadrada do numero lido n (j := trunc (srgrt (n)). As demais instru¢cdes do
subprograma dentro da estrutura if ... then ... else definirdo se o nimero n de fato é
ou nao primo. Se n = 1, o numero lido ndo é primo. Caso contrario, 0 subprograma
testara se n € multiplo de nimeros que variam de 2 a j (for i := 2 to j do). Caso o
resto da divisdo de n por i seja zero (if n mod i = 0 then), a funcao retornara falsa
(eh_primo := false), indicando que n ndo é primo. Caso contrario, eh_primo

continuara com o seu valor original TRUE.
b) Procedure:

Os subprogramas ilustrados na Figura 5 mostram a estrutura de um

procedimento.

Figura 5 — Estrutura de um Procedimento

1 | procedure soma_aritmetica (hnum: real, 1 | procedimento soma_aritmetica (num: real;
1 var soma_arit: real); 1 variavel soma_arit: real);
2 | begin 2 | inicio
3 soma_arit := soma_arit + num; 3 soma_arit:= soma_arit + num;
4 ] end; 4 | fim;
5 5
6 | procedure prod_geometrica (num: real; 6 | procedimento prod_geometrica (num: real;
6 var prod_geom: real); 6 variavel prod_geom: real);
7 | begin 7 | inicion
8 prod_geom := prod_geomt * num; 8 prod_geom = prod_geomt * num;
9] end; 9 | fim;
10 10
11 | procedure soma_harmonica (num: real; 11 | procedimento soma_harmonica (num: real,
11 var soma_harm: real); 11 variavel soma_harm: real);
12 | begin 12 | inicio
13 soma_harm := soma_harm + (1/num); 13 soma_harm = soma_harm + (1/num);
14 | end; 14 | fim;
15 15
16 | procedure soma_quadratica (num: real; 16 | procedimento soma_quadratica (num: real,

w
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16 var soma_quad: real); 16 variavel soma_quad: real);

17 | begin 17 | inicio
18 soma_quad := soma_quad + sgr (hum); 18 soma_quad = soma_quad + sqgr (hum);
19 | end; 19 | fim;

Fonte: Autor

Em regra geral, o cabecgalho contém a palavra reservada procedure, o
nome do procedimento e a lista de parametros e seu tipo (cada parametro separado
por ponto-e-virgula), nem sempre necessaria. O cabecalho do procedimento que

auxilia o programa principal no calculo da média aritmética esta assim definido:
procedure soma_aritmetica (num: real; var soma_arit: real);

tendo dois parametros num e soma_arit do tipo real, separados por ponto-
e-virgula ( ;). O parametro formal num é um parametro passado por valor, portanto
uma cépia do argumento ou parametro real passado pelo programa principal. O
parametro formal soma_arit € um parametro passado por referéncia (declarado com
a instrucdo var), recebe o valor do argumento ou parametro real passado pelo
programa principal. Assim, qualquer alteracdo do valor de soma_arit promovera a
alteracdo do valor da variavel passada como argumento pelo programa principal e

vice-versa. Os demais subprogramas possuem estruturas semelhantes.

Em nenhum dos procedimentos houve a necessidade de se reservar uma

area para declaracoes.

Os quatro procedimentos ilustrados na Figura 5 auxiliam o programa
principal a calcular, respectivamente, as médias aritmética, geométrica, harménica e

quadratica dos numeros reais nao negativos digitados pelo usuério.

Podemos identificar, no corpo da Procedure soma_quadratica, a
instrucdo que envolve a funcdo pré-definida pelo Pascal sqr (x), que retorna o

guadrado de um numero racional X.

1.5. VETORES

Vamos escrever um programa que leia 500 numeros inteiros digitados
pelo usuario e os imprima em ordem inversa de sua entrada. Nos programas

desenvolvidos até o momento, uma unica variavel foi criada para receber os
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nameros digitados. Essa forma de escrever o programa torna inviavel a solucdo do
problema proposto. Castilho et al. (2020) explicam essa inviabilidade, pois ao se ler
0 segundo dado, o primeiro armazenado se perderia. O programa, entdo, precisaria
utilizar tantas variaveis quantos fossem os dados de entrada, aqui a declaracdo de
500 variaveis. Todavia, o uso de grandes quantidades de variaveis reflete
diretamente no tempo de compilagdo do programa, o que torna inexequivel a

implementacgéo do programa.

Como solucéo, deve-se buscar uma nova forma do uso de variaveis. O
Pascal criou estruturas conhecidas como vetores (array), que através de uma Unica
variavel (indexada) é possivel alocar uma grande quantidade de dados de mesmo
tipo. No momento da declaracdo da variavel, o programador passa a ter acesso a
uma quantidade definida de posicoes de memoria. A declaracdo da variavel é feita
da seguinte forma:

array [<inicio> .. <fim>] of <tipo>;

onde <tipo> representa os tipos definidos na linguagem Pascal ou pelo
préprio programador; <inicio> e <fim> sdo do tipo inteiro. Normalmente, para que
sejam associadas 500 posi¢cées a uma variavel, <inicio> sera igual a 1 e <fim> sera
igual a 500, todavia nada impede que <inicio> seja igual a 0 ou a 5, e <fim> seja
igual, respectivamente, a 499 ou a 504.

A variavel do problema proposto seria declarada da seguinte forma:
var v: array [1..500] of integer;

onde v € o nome da variavel com 500 posi¢cdes de memoria para serem

guardados até 500 numeros inteiros.

Para armazenar um determinado valor, digamos 80, na posi¢cdo 15 do
vetor v, usariamos umas das seguintes instru¢ées no programa principal:
v[15] := 80;
read (v[15]); [e digitariamos 80 seguido de ENTER].

O vetor, quando usado em subprogramas sofre uma limitacdo na forma

de ser declarado. Castilho et al. (2020, p.178-179) alertam que o compilador ndo
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aceita que se passe o tipo array como parametro em funcfes e procedimentos, por

isto normalmente o programador deve declarar um novo tipo para o array.

Isto se consegue com o0 uso da declaracdo type, conforme ilustrado a
sequir:

Type vetor = array [1..500] of integer;

O programa ilustrado na Figura 6 utiliza a estrutura de um vetor, que

recebe a entrada de 10 numeros inteiros, 0s processa e 0s imprime na tela do

monitor na ordem inversa de suas entradas.

Figura 6 — Uso do Vetor

1 | Program imprime_ordem_inversa; 1 | Algoritmo imprime_ordem_inversa;

21 type 2 ] Tipo

3 vetor = array [1..10] of integer; 3 vetor = vetor [1..10] de inteiros;

4] var 4 | variaveis

5 vet: vetor, 5 vet: vetor,

6 6

7 | procedure leia_numero; 7 | procedimento leia_numero;

8] var 8 | variaveis

9 I, num: integer; 9 [, num: inteiro;
10 | begin 10 | inicio
11 fori:=1to 10 do 11 parai:=1a 10 faca
12 begin 12 escreva (‘Digite 0 ', i, '. numero: ‘);
13 write ('Digite 0 ', i, . numero: '); 13 laia (num);
14 readin (num); 14 vet[i] := num;
15 vet[i] := num; 15 fim para;
16 end; 16 | fim;
17 | end; 17
18 18 | procedimento imprima_ordem_inversa
19 | procedure imprima_ordem_inversa (vetl: 18 (vetl: vetor);
19 vetor); 19 | varidveis
20 | var 20 k: iinteiro;
21 k: integer; 21 | inicio
22 | begin 22 escreva (‘Segue(m) o(s) numero(s) na
23 writeln ('Segue(m) o(s) numero(s) na 22 ordem inversa de suas entradas: ");
23 ordem inversa de suas entradas: "); 23 para k :=1 a 10 faca
24 for k := 10 downto 1 do 24 escreva (vetl[11 - k], ©  9);
25 write (vet1[k];, * ), 25 fim para;
26 end; 26 | fim;
27 27
28 | begin 28 | inicio
29 writeln (‘Este programa recebe a entrada 29 escreva ('Este programa recebe a
29 de 10 numeros inteiros e os imprime 29 entrada de 10 numeros inteiros e
29 na ordem inversa de suas entradas'); 29 0s imprime na ordem inversa de
30 leia_numero; 29 suas entradas");
31 imprima_ordem_inversa (vet); 30 leia_numero;
32| end. 31 imprima_ordem_inversa (vet);

32 ] fim.
Fonte: Autor
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Inicialmente, o programa principal chamarad a procedure leia_numero,
para a leitura e armazenamento dos 10 numeros inteiros digitados pelo usuéario. O
primeiro nimero lido sera atribuido a vet[1]. Em seguida, o segundo numero lido
serd atribuido a vet[2], e assim por diante. Apds a conclusdo da leitura dos 10
nameros, 0 programa principal chama o procedimento ordem_inversa, passando
para ele como argumento uma coépia dos valores de vet. O procedimento permite

gue os valores armazenados no vetor sejam impressos em sua ordem inversa.

1.6. MATRIZES

As matrizes, assim como os vetores, sdo arrays. Enquanto os vetores tém
uma estrutura unidimensional, onde o acesso as posicoes da memdéria € feito com
base no nome da variavel e em apenas um deslocamento, as matrizes tém estrutura
bidimensional, onde o0 acesso as posicdes da memoaria é feito com base no nome da

variavel e em dois deslocamentos, o horizontal e o vertical (CASTILHO et al., 2020).

A declaracao da variavel é feita da seguinte forma:

m: array [<iniciol> .. <fim1>, <inicio2> .. <fim2>] of <tipo>;

onde <tipo> representa os tipos definidos na linguagem Pascal ou pelo
préprio programador; <iniciol>, <fim1>, <inicio2> e <fim2> sdo do tipo inteiro, sendo
que o intervalo <iniciol> .. <fim1> representa o deslocamento horizontal (nUmero de
linhas da matriz); e o intervalo <inicio2> .. <fim2>, o deslocamento vertical (nUmero

de colunas da matriz).

Para declarar uma matriz de 800 posicles reais, sendo 20 na horizontal e
40 na vertical, usa-se a seguinte sintaxe:

var m: array [1..20, 1..40] of real,

Para armazenar um determinado valor, digamos 175, na linha 16 e coluna
10 da matriz m, usariamos umas das seguintes instru¢des no programa principal:
m[16, 10] := 175;
read (m[16, 10]); [e digitariamos 175 seguido de ENTER].

A matriz assim como o vetor também é utilizada nos subprogramas. Como

o compilador ndo aceita que se passe o tipo array como parametro em funcdes e
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procedimentos, o programador deve declarar um novo tipo para o array, conforme
declaracéo a seguir:

Type matriz = array [1..20, 1..40] of real,

E usariamos a seguinte construcao:

Procedure ler_numero (m: matriz);

Para ilustrar o uso da matriz, vamos escrever um programa para construir
uma matriz simétrica (Figura 7). Como a matriz simétrica € uma matriz quadrada A
de ordem n, que satisfaz At = A, ou seja, 0s elementos ajj Sdo iguais aos elementos
aji, para a leitura de dados precisa-se apenas dos elementos aijj, tais que i <. Assim,
0 programa receberd os dados digitados pelo usuario dos valores dos elementos aj

da matriz An, quando i < j. Apds o ultimo dado digitado, sera impressa a matriz

simétrica.
Figura 7 — Uso da Matriz
1 | program matriz_simetrica; 1 ] Algoritmo matriz_simetrica;
2 | type 2 1 Tipo
3 matriz = array [1..50, 1.. 50] of real; 3 matriz = matriz [1..50, 1.. 50] of real;
4 | var 4 | variaveis
5 mat: matriz; 5 mat: matriz;
6 i, j, n: integer; 6 i, j, n: integer;
7 7
8 | begin 8 | inicio
9 write ('Ordem da matriz: "); 9 escreva (‘Ordem da matriz: ");
10 readin (n); 10 leia (n);
11 1 writeln ('Informe os valores dos 11 escreva (‘'Informe os valores dos
11 elementos da matriz"); 11 elementos da matriz");
12 fori:=1tondo 12 parai:=1anfaca
13 forj;=itondo 13 paraj:=ian faca
14 begin 14 escreva (‘a', i, j,'=");
15 write (a', i, ), '="); 15 leia (mat][i,j]);
16 readin (mat[i,j]); 16 matfj,i] := mat][i,j];
17 mat[j,i] := mat[i,j]; 17 fim para,;
18 end,; 18 fim para;
19 19
20 writeln (‘Matriz A:"); 20 escreva (‘Matriz AYY);
21 fori:=1tondo 21 parai:=1anfaca
22 begin 22 paraj:=1an faca
23 forj;j=1tondo 23 escreva (mat]i,j]:8:2);
24 write (mat[i,j]:8:2); 24 fim para;
25 writeln; 25 escreva;
26 end; 26 fim para;
27 | end. 27 | fim..
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https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%89%A4

Até agora vimos estruturas ditas homogéneas, no sentido de que as
diversas posi¢cdes de memadria alocadas sao sempre do mesmo tipo. Passaremos a
abordar uma estrutura heterogénea de dados, onde uma Unica variavel é capaz de

armazenar dados de diversos tipos.

1.7. REGISTROS

Usa-se o registro (register) para juntar em uma Unica variavel dados de

diferentes tipos. Segundo Castilho et al. (2009):

O Tipo record (registro) é usado para aglomerar sob um mesmo nome de
variavel uma colecao de outras variaveis de tipos potencialmente diferentes.
Por isto € uma estrutura heterogénea, contrariamente ao tipo array que é
homogéneo.

Deve ser usado, por exemplo, para cadastrar o nome, CPF, data de
nascimento e endereco dos pacientes de uma clinica médica, ou ainda, para
cadastrar os dados de notas fiscais emitidas por uma empresa como emitente e

destinatario, nUmero da nota fiscal, descricdo da mercadoria, quantidade e valor.

Vamos, entdo, declarar uma variavel que possa receber as informacdes
dos pacientes de uma clinica médica:
var paciente: record
nome: string[60];
cpf: string[11];
idade: integer;
sexo: char;
endereco: string[100];

end;

Para o registro do paciente, que pode ser feito através do comando de
atribuicdo ou por meio de leitura dos dados digitados, usa-se o home da variavel
seguido de um ponto ( . ) e do nome do campo. O paciente Marcos Pereira, CPF
111.111.111-11, com 56 anos, residente na rua tal, n° tal, seria assim registrado:

paciente.nome := ‘Marcos Pereira’; ou read (paciente.nome);

paciente.cpf := ‘11111111111’; ou read (paciente.cpf);

paciente.idade := 56; ou read (paciente.idade);
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paciente.sexo := ‘M’; ou read (paciente.sexo);

paciente.enderego := ‘rua tal, n° tal’; ou read (paciente.endereco);

Como ocorre ao se declarar vetores e matrizes, o compilador ndo aceita
que se passe o0 tipo record como parametro em funcdes e procedimentos,
necessitando que o programador declare um novo tipo para o record, conforme
declaracéo a seguir:

Type dados_paciente = record;
(..)
end,

var pac: dados_paciente;

E usariamos a seguinte construcao:

Procedure ler_registro (var pacl: dados_paciente);

Castilho et al. (2020) ressaltam que o0s registros normalmente estédo
integrados a outras estruturas de dados, como vetores e matrizes, o que pode ser

observado ao analisar o cédigo do programa ilustrado na Figura 8.

Neste programa trabalhar-se-a com procedimentos e fungBes para a

criacdo de um conjunto e manipulacdo de seus elementos (insercéo, ordenacao e

remocao).
Figura 8 — Uso do Registro
1 | Program Conjunto; 46 | procedure inserir_no_conjunto (x: integer;
2 | const max = 101, 46 var c: conjunto);
3 | type 47 | var
4 conjunto = record 48 [, integer: integer ;
5 tam: integer ; 49 | begin
6 v: array [ 0..MAX+1] of integer ; 49 indice:= busca_binaria(x, c) ; //Localiza a
7 end; 49 posicao do elemento
8 | var 50 if indice = 0 then //nao localizou o elemento
9 C: conjunto; 51 begin
10 j, n, elemento: integer; 52 c.v[0]:=x;
11 53 i:=c.tam;
12 | procedure inicializar_conjunto (var c: 54
12 conjunto); 55 while x < ¢ .v[i] do //(* procura ponto
13 | begin 55 para inserir o elemento e abe espaco
14 c.tam:=0; 56 begin
15 | end; 57 c.v[i+l]:=c .v[i];
16 58 i=i-1;
17 | function conjunto_vazio (c: conjunto): 59 end;
17 boolean; 60
18 | begin 61 c .V[i+l]:=x;
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19 if c. tam = 0 then 62 c.tam:=c.tam + 1;

20 conjunto_vazio:= true 63 end;

21 ] else 64 | end;

22 conjunto_vazio:= false; 65

23 | end; 66 | procedure remover_do_conjunto (x: integer;
24 66 var c: conjunto);

25 | function busca_binaria (x: integer; 67 | var

25 C: conjunto): integer; 68 i, indice : integer ;

26 | var 69 | begin

27 ini , fim: integer; 70 indice:= busca_binaria(x, c) ; //localiza
28 | begin 70 a posicao do elemento
29 ini:=1; 71 if indice <> 0 then //localizou o elemento
30 fim:=c . tam; 72 begin /lempurra os elementos para tras
31 busca_binaria:= 0; 73 for i := indice to c.tam - 1 do

32 74 c.v[i]=c.v[i+1];

33 while (ini <= fim) do 75 c.tam :=c.tam - 1;

34 begin 76 end;

35 if x < ¢ .v[ini] then 77 | end;

36 ini:=fim+ 1 78

37 else if x = ¢ .v[ini] then 79 | begin

38 begin 80 | // (*programa principal *)

39 busca_binaria:= ini;

40 Ini:= fim + 1,

41 end

42 else

43 ini:=ini + 1;

44 end;

45 | end;

Fonte: Castilho et al., 2020

Na area de declaragbes do programa program conjunto, declarou-se
conjunto como um tipo de registro (register) formado pelos campos v, um vetor que
armazena os elementos do conjunto de numeros inteiros, e tam que guardara o
namero de elementos do conjunto ou a sua cardinalidade. Definiu-se a variavel ¢ do

tipo conjunto, representando o conjunto a ser criado e manipulado.

Inicialmente o conjunto deve ser criado com o chamamento do
procedimento inicializar_conjunto (c), onde a cardinalidade do conjunto sera nula

(c.tam :=0).

Para saber se o conjunto é vazio, chama-se a fungcédo conjunto_vazio (c)
Caso a cardinalidade do conjunto seja nula, indicando que o conjunto é vazio, a

funcdo retorna TRUE; caso contrario, a funcdo retorna FALSE.

A insercdo de elementos no conjunto é feita através da chamada do
procedimento inserir_no_conjunto (x, c). Caso o elemento x ndo pertenca ao

conjunto, ha a sua insercao de tal forma que ele fique ordenado no conjunto. A
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cardinalidade do conjunto sera incrementada de uma unidade. A verificacdo de
pertencimento ou ndo do elemento no conjunto ocorre através da chamada da
funcdo busca_binaria(x, c), para localizar a posi¢do do elemento no conjunto. Se o
valor retornado de busca_binaria(x, c) for igual a zero, o elemento nao foi

encontrado no conjunto, ou seja, ele ndo pertence ao conjunto.

A exclusdo de um elemento do conjunto é feita através da chamada do
procedimento remover_do_conjunto (x, c). Caso o elemento x pertenca ao
conjunto, ha a sua remocao e a cardinalidade do conjunto sera decrementada de
uma unidade. A verificacdo de pertencimento ou ndo do elemento no conjunto ocorre
através da chamada da funcdo busca binaria(x, c), para localizar a posi¢cao do
elemento no conjunto. Se o valor retornado de busca_binaria(x, c) for diferente de

zero, o elemento foi encontrado no conjunto, ou seja, ele pertence ao conjunto.
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2. INTRODUCAO A TEORIA DOS GRAFOS
2.1. NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos o tema Grafos.

Como o Brasil é ou era o pais do futebol, vamos comecar a abordar a
teoria trazendo como exemplo a maior competicdo da América do Sul, a Copa

Libertadores das Américas.

Se pedirmos para que os alunos da educacao basica relacionem os jogos
do Grupo D da Copa Libertadores das Américas de 20194, formado por Flamengo
(FLA), San José (SAN), LDU e Pedarol (PEN), que se enfrentaram até a 22 rodada
do campeonato, apds uma rapida consulta na Internet, os alunos apresentariam a
seguinte resposta:

e FLA jogou com SAN e LDU;

e SAN jogou com FLA e PEN;

e LDU jogou com PEN e FLA;

e PEN jogou com LDU e SAN.

Agora, se pedirmos para que os mesmos alunos elaborem um diagrama
em que cada time é representado por um circulo e 0s jogos sao representados por

uma linha, os diagramas apresentados por eles seriam semelhantes ao da Figura 9.

Figura 9 — Diagrama

Fonte: Autor

Isso mostra que situagdes do nosso cotidiano podem ser representadas

por meio de diagramas formados por um conjunto de circulos e linhas, as quais

4 No ano 2019, o Flamengo sagrou-se bicampeao da Copa Libertadores das Américas ao derrotar na
final a equipe argentina do River Plate por 2 a 1.
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ligam pares desses circulos no caso de haver alguma relacédo predeterminada entre

eles. No diagrama da Figura 9, a relacéo seria os jogos efetivamente disputados.

O que acabamos de representar no diagrama é conhecido como grafo.
Moreno & Ramirez (2011) define grafo como um par ordenado G = (V, E) composto
por um conjunto finito V = V(G) de vértices ou nos, representado por V = {v1, v2, ...,
vn}, tipicamente desenhados por circulos, e um conjunto de arestas ou elos E = E(G)
C V2, representado por E = {{v1, v2}, ..., {vi, vj}, ....}, donde definimos V2 = (V x V).

O grafo da Figura 9 é representado pelo conjunto de vértices V = {FLA,
SAN, LDU, PEN} e pelo conjunto de arestas E = {{FLA, SAN}, {FLA, LDU}, {SAN,
PEN}, {LDU, PEN}}.

Observe que ndo precisamos colocar o elemento {SAN, FLA} no conjunto
de arestas, pois o conjunto ja é formado pelo elemento {FLA, SAN}. Contrariamente,
caso a relacdo predeterminada fosse, além do confronto entre os times, o mando de
campo, a ordem importaria. Para a representacao dessa ordem, ndo utilizariamos as
chaves e sim paréntesis. Por exemplo, (FLA, SAN) poderia representar o confronto
entre Flamengo e San José, em que o mandante da partida fosse o Flamengo,
enquanto (SAN, FLA) representaria o confronto entre oS mesmos times tendo como
mandante a equipe do San José.

O grafo da Figura 10 representa os jogos realizados pelas equipes do
Grupo D da Copa Libertadores das Américas de 2019 até a 42 rodada do

campeonato, com a incluséo do critério do mando de campo.

Figura 10 — Grafo

Fonte: Autor
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Observe que o grafo esta representado por circulos e arcos. Este tipo de
grafo é classificado como grafo dirigido ou orientado, diferentemente do grafo da
Figura 9, classificado como grafo ndo dirigido ou ndo orientado. A diferenca basica
entre eles diz respeito a importancia da ordem dos elementos que formam as
arestas, no caso de grafos nao dirigidos, ou os arcos, no caso de grafos dirigidos.
No caso de grafos nado dirigidos, ndo existe essa importancia. Uma das
caracteristicas para este tipo de grafo € a relacdo de simetria entre seus elementos,
onde {a, b} e {b, a} representam a mesma aresta. Devido a relacdo de simetria, foi
desnecessario inserir no conjunto das arestas do grafo da Figura 9 o elemento

{SAN, FLA}, uma vez que o elemento {FLA, SAN} ja pertencia ao conjunto.

Um grafo dirigido ou orientado D = (V, A) é um grafo cujos arcos a = (vi,
v2) €A representam uma conexao ou ligacao entre dois dos vértices na direcdo de vi
até vz, usualmente denotada por um arco que vai desde vi até v2 (MORENO &
RAMIREZ, 2011).

O conjunto dos arcos do grafo da Figura 10 € formado pelos elementos a

seqguir:

A = {(SAN, FLA), (LDU, PEN), (FLA, LDU), (PEN, SAN), (SAN, LDU),
(FLA, PEN), (PEN, LDU), (FLA, SAN)}

Feita essa breve introducdo, passa-se a conhecer a historia do
surgimento da Teoria dos Grafos e a sua importancia na modelagem e solucao dos

problemas envolvendo 0 nosso cotidiano.

2.2. ORIGEM DA TEORIA DOS GRAFOS

Segundo Boaventura Netto e Jurkiewicz (2009), o primeiro registro de um
problema envolvendo a Teoria dos Grafos remonta o ano de 1736. Conhecido como
o Problema das sete Pontes de Konigsberg, a solugcdo envolveu a formulacdo de

alguns dos conceitos béasicos utilizados atualmente pela teoria.

A antiga cidade de Konigsberg, na entdo Prassia Oriental, atual
Caliningrado (territorio russo localizado entre Pol6nia e Lituania) é banhada pelo rio
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Pregel, que em seu curso, forma a ilha de Keniphof, a qual se liga as demais partes

da cidade por sete pontes. A Figura 11 ilustra o0 mapa da regido a época.

Figura 11 — As sete pontes de Konigsberg
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Fonte: Souza, 2013

Relata-se que os habitantes da cidade almejavam encontrar um percurso

que passasse pelas sete pontes uma Unica vez retornando ao local de partida.

Coube ao notavel mateméatico Leonardo Euler (1707-1783) encontrar a
solucdo do problema. Ha trés cartas, que integram a cole¢cdo do Arquivo da
Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo que relatam a troca de mensagens sobre
0 assunto (SANTOS & MOTA, 2010).

Para resolver o problema das Sete Pontes de Konigsberg, Euler elaborou
0 esquema apresentado na Figura 12 e representou a ilha pela letra A e as por¢cdes

de terra pelas letras B, C e D. Representou as sete pontes pelas letras mindsculas a,
b,c,d, e feqg.

Figura 12 — Esquema do Problema das Sete Pontes apresentado por Euler

Lomment Arad. Sz Do VI Tt

Fonte: Santos & Mota, 2010
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Em seguida, apresentou o seu entendimento para a solu¢do do problema,
nao se limitando a encontrar uma solucdo para o caso em particular. Ao final,
apresentou as condi¢des para que houvesse um percurso passando uma unica vez

por cada uma das pontes que ligasse as por¢des de terra:

a) SO se pode realizar um caminho passando em todas as pontes uma
Gnica vez se, e somente se, cada por¢cao de terra possuir uma quantidade par de
pontes. Neste caso, pode-se retornar a porcéo de terra de origem. Em homenagem

a Euler, o caminho passou-se a chamar de Euleriano;

b) Caso apenas duas por¢des de terra possuam uma quantidade impar
de pontes, é possivel realizar um caminho passando em todas as pontes uma Unica
vez, desde que a origem e o fim do caminho sejam essas porg¢des de terra. Aqui ndo
existe a possibilidade de se retornar a origem. Também em homenagem a Euler,

esse caminho passou-se a chamar de Semi-Euleriano.

Mesmo Euler ndo considerando em sua carta o problema das Pontes de
Konigsberg relacionado a matematica, fez questdo de publicar a sua solugcdo no
artigo "Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”, enviado ao Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitana, marcando o inicio da Teoria dos
Grafos (SANTOS & MOTA, 2010).

Todavia, como bem ressaltou Santos & Mota (2010), o modelo de grafo
com seus Vvértices e arestas, correspondendo ao problema das Pontes de
Konigsberg, representado pelo grafo da Figura 13, surgiu cerca de 150 anos depois,
em 1892, quando W. W. Rouse Ball apresentou o problema num livro de recreacoes

matematicas.

Figura 13 — Representacao do grafo do problema das pontes de Konigsberg
Cc

Fonte: Santos & Mota, 2010
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Fazendo analogia entre a atual linguagem aplicada a Teoria dos Grafos e
a solucdo proposta por Euler, as porcbes de terra representariam os vértices do
grafo; e as pontes, as suas arestas. O numero de pontes ligadas a cada porcao de
terra representaria o grau do vértice, que, como veremos adiante, € o numero de

arestas a ele ligadas.

A contribuicdo de Euler com a matematica vai além de resolver o
problema das sete pontes. Euler foi o autor de uma quantidade imensa de artigos,
gue serviram de inspiracao para a publicacdo de mais de 500 livros e artigos durante
0 periodo de sua vida. Gracas aos trabalhos desenvolvidos pelo matematico, os
conhecimentos disponiveis em quase todos os ramos da matematica pura e aplicada
expandiram-se. A grandeza de Euler se mostra inclusive na linguagem e notacao
matematicas usadas por ele em seus trabalhos, as mesmas usadas hoje, cerca de
trés séculos depois de sua brilhante passagem pelo mundo da mateméatica e da
filosofia (BOYER, 1974).

Talvez pela pouca importancia dada ao tema por Euler, a Teoria dos
Grafos s0O se tornou relevante ao longo do século XX, dando um salto gigantesco a
partir da década de 1950, com as aplicagcbes no campo da pesquisa operacional,
viabilizadas pelo uso intenso do computador (BOAVENTURA NETTO, 2011).

Antes disso, ha alguns trabalhos que merecem destaque pela
contribuicdo a teoria. Boaventura Netto (2011) cita o trabalho desenvolvido
pelo fisico aleméo Gustav Robert Kirchhoff, que ao utilizar grafos em seus estudos
sobre circuitos elétricos em 1847, criou a teoria das arvores, baseada em grafos

conexos e sem ciclos.

Dez anos depois, em 1857, surgiu um outro personagem que fez
importantes contribuicdes a Teoria dos Grafos, o matematico britanico Arthur Cayley
(1821-1895). Ele introduziu a palavra “arvore” na teoria. Estudou arvores de modo
sistematico e, através desses estudos, deixou como contribuigdo importante trabalho
na area da quimica organica, mostrando a sua utilidade na enumeracdo de

compostos quimicos, conduzindo a descoberta de compostos desconhecidos e
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desenvolvendo uma técnica para determinar o niumero de diferentes isbmeros dos

hidrocarbonetos.®

Atualmente, as aplicacbes da Teoria dos Grafos ocorrem em diversas
areas do conhecimento como na engenharia no estudo de tragado de rotas (SILVA,
2020), do controle de trafego viario (HERNANDES, 2007), na interligacao de rede
elétrica (RESE et al.,, 2017), ou no desenvolvimento de rede de computadores
(MOTTA & BRITO, 2017); na quimica com 0s projetos de novos compostos quimicos
(BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ, 2009); na biologia através dos estudos de
sequenciamento de DNA (BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ, 2009), e mesmo
na psicologia, na analise do desenvolvimento humano (ALMEIDA & CUNHA, 2003).

2.3. CONCEITOS BASICOS

2.3.1. ROTULACAO

Segundo Boaventura Netto e Jurkiewicz (2009), para que o conjunto dos
vértices de um grafo G = (V, E) fique bem definido, os seus elementos devem ser
rotulados apropriadamente, permitindo a sua correta identificacdo. Os rétulos podem
ser nome de times de futebol, nomes de pessoas, nomes de estados ou cadeias

numéricas. Esta Ultima é importante quando se manipula dados através de um

programa de computador.

Figura 14 — Rotulagéo
b)

5 Disponivel em: http://www.mat.uc.pt/~picado/ediscretas/2012/apontamentos/cap2.pdf. Acesso em
01.set. 2021.
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Fonte: Autor

No topico 2.1 deste capitulo, definimos aresta e arco como uma relacao
entre pares de vértices. No caso dos grafos ilustrados nas Figuras 9 e 10, a relacdo
era, respectivamente, os jogos do grupo D ja realizados até a 42 rodada da Copa
Libertadores das Américas de 2019 e o mando de campo relacionados a estes
jogos. No caso dos grafos da Figura 14, a relacdo entre os vértices se refere a
relacdo de amizade entre os alunos de um curso de linguas (Figura 14a), as
fronteiras entre os estados da regido Sul do Brasil com outros estados da federagao
(Figura 14b) e aos divisores dos numeros naturais menores ou iguais a 10 (Figura
14c). Observe que neste grafo cada vértice se conecta a ele mesmo, uma vez que
todo numero inteiro diferente de zero é divisor dele préprio. Estes arcos sao

BN

chamados de lacos. Quanto a relacdo entre os vértices do grafo da Figura 14d,

abordar-se-a mais adiante no topico sobre isomorfismo entre grafos.

2.3.2. ORDEM E TAMANHO DE UM GRAFO

Ordem de um grafo € o numero de vértices que ele possui, enquanto o

tamanho € o seu numero de arestas ou arcos.

O grafo da Figura 14b tem ordem 5 e tamanho 4.

2.3.3. GRAFO COMPLEMENTAR (G)

Dado um grafo G, o grafo complementar G é um grafo que contém as

ligagbes que ndo estdo no grafo G em relagdo a um universo dado.

7

Esse universo, em grafos ndo orientados, € o conjunto de todas as
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arestas possiveis em um grafo G1 de mesma ordem que G, chamado de grafo
completo. Sendo n a ordem de G, entdo o conjunto de arestas do grafo completo G1

sera:

n_n.(n—=1)
Cr=—5—
Se o tamanho de G é m, entdo G tera o tamanho m; = C5 — m. Logo:

n.(n—l)_m

mq = 5

A Figura 15 ilustra um grafo G néo orientado de ordem n = 5 e tamanho
m = 6. Os grafos das Figuras 16a e 16b representam, respectivamente, o grafo
completo de mesma ordem que G e tamanho m = 10 e o grafo complementar G de

tamanho m = 4.

Figura 15 — Grafo ndo Orientado

Fonte: Autor

Figura 16 — Grafo Completo e Grafo Complementar

b)
()

Fonte: Autor

Em grafos orientados, o conjunto universo conterd todos os arcos, em

ambos os sentidos, tratando-se de um grafo completo simétrico. Assim, dado um
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grafo orientado D, de ordem n, o conjunto de arcos do grafo completo simétrico de

mesma ordem de G sera:
2.C85=n.(n-1)
Se o tamanho de D é m, entdo D tera o tamanho m; = 2 . C; — m. Logo:
my=n.n—-1)—m

A Figura 17 ilustra um grafo D orientado de ordem n = 3 e tamanho m = 4.
Os grafos das Figuras 18a e 18b representam, respectivamente, o grafo completo de

mesma ordem que D e tamanho m = 6 e o grafo complementar D de tamanho m = 2.

Figura 17 — Grafo Orientado

Fonte: Autor

Figura 18 — Grafo Completo e Grafo Complementar
a) b)

Fonte: Autor

2.3.4. SUBGRAFO

Em uma linguagem informal, podemos dizer que um subgrafo estéa contido
em um grafo. Na verdade, sdo os conjuntos de vértices e arestas (arcos) de um
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subgrafo que estdo contidos, respectivamente, nos conjuntos de vértices e de

arestas (arcos) de um grafo.

Assim, se G' = (V/, E) é subgrafo do grafo G = (V, E) entdo V(G) € V(G) e
E'(G) < E(G).

De acordo com a Figura 19, o grafo G’ € um subgrafo do grafo G.

Figura 19 — Subgrafo

Fonte: Autor

2.3.5. VIZINHANCA OU ADJACENCIA

Vértices vizinhos ou adjacentes sdo aqueles ligados por uma aresta ou

arco.

Seja vi um vértice do grafo ndo orientado G = (V, E). A vizinhanca de vi,
denotada por N(vi), € o conjunto de vértices de G a ele ligados, ou seja, 0 conjunto
dos vizinhos de vi. Assim:

N(vi) ={vie V| 3 {vi, vj} € E}

De acordo com o grafo G = (V, E) ilustrado na Figura 20, a vizinhanca do
vértice 1 é N(1) ={2, 3, 4}.

Figura 20 — Vizinhanca do Vértice 1

Fonte: Autor
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No caso de grafos orientados, os vizinhos de um vértice sdo chamados de
sucessores (vértices de entrada dos arcos) ou antecessores (vértices de saida dos

arcos).

Seja vi um vértice do grafo orientado D = (V, A). Os conjuntos de
sucessores e antecessores de vi, denotados respectivamente por N*(vi) e N*(vi), s&o
assim definidos:

N*(vi) ={vie V| T (vi,v)) € A}
N-(vi) ={vie V| 3 (v, vi) € A}

De acordo com o grafo D = (V, A) ilustrado na Figura 21, os conjuntos dos
sucessores e dos antecessores do vértice 1 sdo, respectivamente, N*(1) = {2} e N(1)
={3, 4}.

Figura 21 — Sucessores e Antecessores do Vértice 1

Fonte: Autor

2.3.6. GRAU E SEMIGRAUS

Em um grafo ndo orientado G = (V, E), o grau de um vértice vi € V,
denotado por d(vi), € o numero de vizinhos que ele possui. No caso de vértices

isolados, ou seja, vértices que ndo possuem vizinhos, o seu grau € igual a zero.

No grafo da ilustrado na Figura 20, tem-se:
e d(1)=d(4)=3;
e d(2)=d(3)=d(5)=d(6)=1.

Para um grafo ndo orientado G, o grau maximo é denotado por A(G) e o

grau minimo por 8(G), correspondendo, respectivamente, a0 maior e a0 menor grau
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entre os vertices do grafo. No grafo ilustrado na Figura 20, tem-se: A(G) =3 e 8(G) =
1.

Caso todos os vértices de um grafo ndo orientado G, de ordem n, tenham
0 mesmo grau k, diz-se que G é um grafo (K)-regular ou simplesmente regular.
Sendo G um grafo completo de ordem n, tem-se:
A(G)=08(G)=d(vi=k=n-1

E o caso do grafo de ordem 5 ilustrado na Figura 16a, em que todos os

vértices tém grau igual a 4.

Em um grafo orientado D = (V, A), o grau de um vértice vi € V é formado
por dois semigraus: o semigrau exterior d*(vi), que é o numero de sucessores de Vi,
e 0 semigrau interior d*(vi), que é o numero de antecessores de vi. A soma dos
semigraus de vi representa o0 seu grau.
d(vi) = d*(vi) + d(vi)
No grafo ilustrado na Figura 21, tem-se:
» d*(2) =d(3) =d(5) =d(6) =0;
» d*(1) =d*(3) =d*(4) =d*(5) =d*(6) = d(2) = 1;
» d(1)=d@4) =2
Logo:
» d(1)=d@4)=3
» d(2)=d@3)=d(5)=d(6) =1

Teorema 1: A soma dos graus de todos os vértices de um grafo (orientado ou nao

orientado) € igual a duas vezes o nimero de arestas.
Y dviy=2m

Prova: Cada aresta (arco) contribui com duas unidades para a soma dos graus.

2.3.7. PERCURSO OU CADEIA E CICLO

O percurso ou cadeia em um grafo € um conjunto de vértices e arestas
(arcos) sequencialmente conectados (VoA1viA2v2As. vn OU, Simplesmente, Vovivz..Vn).
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Diz-se que o percurso € fechado se o primeiro elemento foi igual ao ultimo (vo = vn).
Caso contrario, 0 percurso sera aberto. O percurso que nao repete ligacdes € dito
simples, e 0 que nao repete vértices é dito elementar (BOAVENTURA NETTO &
JURKIEWICZ, 2009).

7

O comprimento de um percurso € o numero de arestas (arcos) da
sequéncia. Se um percurso tem n vértices, entdo seu comprimento € pelo menos n —
1, em face da possibilidade de na sequéncia haver vértices repetidos, ou igual a n —

1 quando a cadeia é dita elementar.

Um ciclo em um grafo € um percurso elementar fechado de comprimento

maior que 1.

Essas definicbes servem tanto para grafos orientados (bastando que se
ignore a orientacdo dos arcos) como para grafos nédo orientados, todavia, em relacao

ao primeiro, ha definicbes especificas como passeio, caminho e circuito.
Considere o grafo da Figura 22:

Figura 22 — Percurso ou Cadeia e Ciclo

Fonte: Autor

Pode-se afirmar que:

e Assequéncias 1, 1-5-4 e 1-2-3-4-5 representam percursos simples,
elementares e abertos com comprimentos, respectivamente, iguais
a0,2e4;

e A sequéncia 5-2-5-4 representa um percurso, hao se
caracterizando como percurso simples ou elementar (repeticédo do
vértice 5 e da aresta {2,5});

e A sequéncia 2-3-4-5-2 representa um ciclo e, a sequéncia 2-3-4-5-

2-1-5-2 (vértice 5 se repete) néo representam um ciclo.
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2.3.8. PASSEIO, CAMINHO E CIRCUITO

Em se tratando de grafos orientados, Feofiloff (2020) atribui nomes

especificos para percursos e ciclos como passeio, caminho e circuito.

Um passeio em um grafo é um conjunto de vértices e arcos
sequencialmente conectados (VoA1viA2v2Asz...vn OU, Simplesmente, Voviva...\Vn), em
que tais arcos estdo sob a mesma orientacdo (sentido do vértice para o seu
sucessor). Um passeio € dito fechado quando seu primeiro vértice coincide com o

altimo (Vo = Vn).

Um caminho em um grafo € um passeio sem arcos repetidos. Um

caminho é dito simples se ndo possui vértices repetidos.

Se um caminho comega em Vo, passa ou ndo pelos vértices vi € V \ {vo, vn}

e termina em vn, dizemos que ele vai de vo a vn.

O comprimento de um caminho é o niumero de arcos da sequéncia. Se
um caminho tem n vértices, entdo seu comprimento € pelo menos n — 1, em face da
possibilidade de na sequéncia haver vértices repetidos, ou igual a n — 1 quando o
caminho é dito simples.

Um circuito em um grafo é um caminho fechado, portanto um passeio sem
arcos repetidos, possuindo comprimento maior que 1, em que o primeiro vértice da
sequéncia coincide com o ultimo (vo = vn). Um circuito € dito simples se ndo possuli

vértices em comum, exceto o Ultimo que coincide com o primeiro.
Considere o grafo da Figura 23:

Figura 23 — Passeio, Caminho e Circuito

Fonte: Autor
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Pode-se afirmar que:

e As sequéncias 1, 1-2-3, 1-2-3-4-5, 0-1-3-5 representam caminhos
simples, com comprimentos, respectivamente, iguaisa 0, 2, 4 e 3;

e A sequéncia 2-3-4-5-3-0 representa um caminho, que ndo se
caracteriza como simples (repeticdo do vértice 3);

e A sequéncia 1-3-0-1-3-4-5 representa um passeio, mas ndo um
caminho (repeticao do arco (1, 3));

e A sequéncia 1-0-3-4-5 ndo representa um passeio (inexisténcia do
arco (0-3));

¢ Alguns dos caminhos que vao do vértice 1 ao vértice 0 sédo 1-0, 1-
3-0, 1-2-3-0 e 1-2-3-4-5-3-0;

e As sequéncias 1-2-3-1, 1-2-3-0-1, 2-3-1-2, 3-4-5-3 e 1-2-3-4-5-3-0-
1 representam circuitos, sendo as trés primeiras caracterizadas
como simples;

e As sequéncias 1 (comprimento igual a zero) e 0-1-2-3-1-3-4-5-3-1-0

(repeticdo do arco (3, 1)) representam passeios, mas nao circuitos.

2.3.9. ISOMORFISMO

Observe os grafos Gi1 e G2 da Figura 24:

Figura 24 — Grafos Isomorfos

’ ’ /".“"“‘nx
| |

G1
Fonte: Autor

Grafos como estes sao ditos isomorfos por preservarem a mesma

estrutura (grau de seus vertices, nimero de arestas ou arcos, direcdo dos arcos — no
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caso de grafos direcionados —, etc). Dito numa linguagem informal € como se os dois

grafos fossem um s0, usando uma roupagem diferente (forma e/ou rotulagéo).

Por definicdo, dois grafos sdo isomorfos se, e somente se, existir uma
funcd@o bijetiva entre seus vértices que preserve suas relagbes de adjacéncia. A
func@o garante que os mesmos pares de vértices estejam envolvidos na definicdo
das mesmas arestas, todavia podendo haver rétulos novos e/ou uma nova

disposicéo espacial dos vértices no grafo.
As caracteristicas de cada grafo constam nos Quadros 1a e 1b:

Quadro 1 — Caracteristicas dos Grafos

a) b)
Grafo G; Grafo G;
Vértices | Grau dos vértices | Vizinhos Vértices | Grau dos vértices | Vizinhos
1 2 2,4 A 2 B, E
2 3 1,3,5 B 2 A C
3 3 2,4,5 C 3 B,D,E
4 2 1,3 D 2 CE
5 2 2,3 E 3 A, C, D

Fonte: Autor
Note que:
e Ambos os grafos tém 5 vértices;

e Em cada grafo, dois dos vértices tém grau 3; e os demais, grau
2.

Sejam f e f! funcdes que associam, respectivamente, um vértice de Gi a
um vértice de Gz e vice-versa. Podemos estabelecer a seguinte correspondéncia

entre os vértices dos grafos Gi e Go.
Tomemaos:
f(1)=A,f2)=E,f38)=C,f(4)=Bef(5)=De
f1(A) =1, fY{(E)=2,fY(C)=3,fY(B)=4 e f! (D) =5.

Ao se estabelecer uma correspondéncia entre os vertices de um grafo Gi

com os vértices de um grafo Gz, conclui-se que Gi1 e G2 sdo isomorfos.
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No inicio deste capitulo, no topico sobre rotulacdo, abordou-se o0 que
representava cada aresta ou arco nos grafos ilustrados pelas Figuras 14a a 14d. Em
relacdo ao grafo da Figura 14d, ressaltou-se que a relacao entre os vértices do grafo
seria abordada neste tdpico. Vé-se que aquele grafo € isomorfo ao grafo da Figura
14a. Portanto, as arestas representam a relacdo de amizade entre as pessoas de
um curso de linguas. A relacdo de correspondéncia entre os vértices dos grafos é

mostrada no Quadro 2:

Quadro 2 — Relacao entre os Vértices dos Grafos

Grafos Vértices
Fig. 14a | Aline | Paulo | Flavio | Helena | Beatriz | Renata | Jorge | Carlos
Fig. 14d 2 1 3 5 4 7 6 8

Fonte: Autor

2.3.10. CONEXIDADE

a) Grafos néo orientados:

Diz-se que um grafo ndo orientado G = (V, E) é conexo se existe pelo
menos um caminho entre cada par de vértices do grafo. No caso de ndo existir um
caminho que ligue pelo menos dois vértices do grafo, diz-se que o grafo € nao
conexo (BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ, 2009).

A Figura 25 ilustra o caso de um grafo conexo.

Figura 25 — Grafo ndo Orientado Conexo
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Fonte: Autor

O grafo de ordem 7 da Figura 26 ilustra o caso de um grafo ndo conexo.

Vé-se, por exemplo, que ndo existe um caminho que ligue o vértice A ao veértice F.
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Figura 26 — Grafo nao Orientado ndo Conexo

®
] ,

Fonte: Autor

Observe que, ao se retirar a aresta {D, E} do grafo da Figura 25, ele se
torna ndo conexo, ou ainda, ao introduzir a aresta {D, E} no grafo da Figura 26, ele
se torna conexo. Assim, a aresta {D, E} € essencial para conectar ambos os grafos.
Arestas como esta, indispensaveis para a conexdo de um grafo, sdo chamadas de
ponte. Para ilustrar, o vértice D poderia representar a cidade do Rio de Janeiro; e 0
vértice E, a cidade de Niter6i. Sabemos que a Ponte Rio-Niter6i é fundamental para

ligar as duas cidades. Aqui ela estaria representada pela ponte {D, E}.

b) Grafos orientados

De acordo com Boaventura Netto e Jurkiewicz (2009), os grafos
orientados D = (V, A) podem ser simplesmente conexo (s-conexo), semi-fortemente
conexo (sf-conexo), fortemente conexo (f-conexo) ou ndo conexo. Vamos definir
cada um deles, ressaltando apenas que nos trés primeiros tipos de grafos, ao se
deixar de lado a questdo da orientacdo, eles estariam definidos como grafos

conexos.

e Grafo simplesmente conexo (s-conexo): Ha pelo menos um par de vértices
u, v sem caminho que os ligue. No grafo da Figura 27, ndo ha caminho que
liga o vértice A ao vértice E em ambos 0s sentidos.

Figura 27 — Grafo Orientado s-Conexo

Fonte: Autor
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e Grafo semi-fortemente conexo (sf-conexo): Para todo par de vértices u, v
existirh um caminho de u até v e/ou de v até u, todavia, em pelo menos um
deles, sera em apenas um sentido. No grafo da Figura 28, ha caminhos que
ligam cada par de vértices, todavia ndo existe caminho que saia de E e

chegue em A.

Figura 28 — Grafo Orientado sf-Conexo

®
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Fonte: Autor
e Grafo fortemente conexo (f-conexo): Para todo par de vértices u, v existe
um caminho de u até v e existe um caminho de v até u. No grafo da Figura

29, ha caminhos que ligam cada par de vértices em ambos 0s sentidos.

Figura 29 — Grafo Orientado f-Conexo
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Fonte: Autor

e Grafo ndo conexo: Ao desconsiderar a orientacdo do grafo, havera vértices
que ndo se conectam, como ocorre com os Vvértices C e E do grafo da Figura
30.

Figura 30 — Grafo Orientado ndo Conexo
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Fonte: Autor
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2.3.11. GRAFOS ESPECIAIS

Além dos grafos completo, complementar e regular citados anteriormente,
Boaventura Netto e Jurkiewicz (2009) relacionam como grafos especiais o grafo nulo

ou vazio, o grafo bipartido e as arvores.

2.3.11.1. GRAFO NULO OU VAZIO

E o grafo cujo conjunto de arestas é vazio.

Como exemplo, os times sorteados para compor o Grupo D da Copa
Libertadores das Américas de 2019: FLA, SAN, LDU e PEN. Até o inicio da 12

rodada, em que néo ocorrera nenhum jogo, o grafo ficaria como o da figura.

Figura 31 — Grafo Nulo ou Vazio

Fonte: Autor

Observe que o complementar do grafo nulo ou vazio é o grafo completo.
Em relacdo ao grafo da Figura 31, o grafo completo representaria todas as partidas
envolvendo FLA, SAN, LDU e PEN.

2.3.11.2. GRAFO BIPARTIDO

E um grafo cujo conjunto V de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos disjuntos e independentes Vi1 e V2. As ligacdes (arestas ou arcos) se
dado entre os vértices de Vi e V2 e nunca entre os vértices de um mesmo
subconjunto. Para ilustrar, V1 pode ser o subconjunto de jogadores do Flamengo e
V2 0 subconjunto de times de futebol. Assim, uma aresta que liga um vértice de V1 a
um vértice de V2 pode corresponder ao time de futebol que determinado jogador do

Flamengo ja atuou no passado.

Um caso especial de grafo bipartido é o grafo bipartido completo, em que

todos os veértices de V1 estdo ligados a todos os vértices de V2. Grafos desse tipo
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sdo habitualmente designados pela notagdo Kpq, onde p e q representam,
respectivamente, o0 numero de vértices dos subconjuntos V1 e V2. Logo, Kpq tera p x

q arestas ou 2 X p X g arcos.

A Figura 32 ilustra um grafo bipartido formado pelos subconjuntos TIME e
CAMPEONATO, onde as arestas representam os titulos de campeé&o obtidos por um

determinado time em determinado campeonato.

Figura 32 — Grafo Bipartido

Fonte: Autor

Os subconjuntos sao formados pelos seguintes elementos:
e TIME ={FLA, FLU, VAS, BOTA};
¢ CAMPEONATO = {CARIO, C BRAS, NACIO, LIBER, MUND}

De acordo com o grafo, o Flamengo (FLA) foi campédo de todos os
campeonatos dos quais participou: Carioca (CARI), Copa do Brasil (C BRA),
Campeonato Brasileiro (NACIO), Copa Libertadores das Américas (LIBER) e
Campeonato Mundial de Clubes (MUND). O Vasco (VAS) ainda nao possui o titulo
do Campeonato Mundial de Clubes. O Fluminense (FLU) ndo ganhou nem a Copa
Libertadores das Américas, nem o Campeonato Mundial de Clubes. E o Botafogo
(BOTA), além de nao ter ganho estes dois Ultimos campeonatos, também néo tem o

titulo da Copa do Brasil.

O grafo bipartido complementar ilustrado na Figura 33 representa a
situacdo dos quatro clubes cariocas de expressao em relacdo aos titulos ainda néo

ganhos nos citados campeonatos.
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Figura 33 — Grafo Bipartido Complementar
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Fonte: Autor

O melhor para os clubes cariocas seria que todos fossem campedes dos
5 campeonatos em referéncia. Tal feito seria representado pelo grafo bipartido

completo.

2.3.11.3. ARVORES

As arvores sao grafos conexos sem ciclos. Em toda arvore, sempre
havera vértices de grau 1, que corresponde ao grau minimo da arvore. Esses
vértices sdo chamados de folhas da &rvore. Uma &rvore com n veértices tem n — 1
arestas (BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ, 2009).

A Figura 34 ilustra uma arvore com 10 vértices e 9 arestas.

Figura 34 — Arvore

Fonte: Autor

Diversas situacdes do nosso cotidiano podem ser modeladas por meio de

arvores. Uma delas é a arvore genealdgica, ilustrada na Figura 35.
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Figura 35 — Arvore Genealdgica

Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo

Avo Avo Avo Avo

Pai Mae

Eu

Fonte: Autor

2.4. REPRESENTACAO

Séo as formas de organizar os grafos, de modo que seus dados possam
ser interpretados pelo computador, uma vez que problemas relacionados a grafos
envolvem na maioria das vezes recursos computacionais para a sua solugao
(BOAVENTURA NETTO & JURKIEWICZ, 2009).

2.4.1. LISTA DE ADJACENCIA

Quando existe uma aresta (arco) ligando dois vértices dizemos que 0s
vértices sdo adjacentes e que a aresta (arco) é incidente aos vértices.

Considere os seguintes grafos:

Figura 36 — Grafo para representacdo em Lista de Adjacéncia
a) b)
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Fonte: Autor
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No grafo da Figura 36b, a aresta (5,6) € incidente aos veértices 5 e 6.

Logo, 5 e 6 sdo vértices adjacentes.

Ja o vértice 8 ndo é adjacente a nenhum outro vértice, todavia, ele faz
parte do grafo e representa algo. O mesmo ocorre no grafo da Figura 36a, grafo
isomorfo ao grafo da Figura 36b, onde o vértice rotulado como “Carlos” ndo é
adjacente a nenhum outro, indicando que Carlos nédo fez amizade com qualquer
outro colega do curso, o que pode néo significar absolutamente nada ou significar
um possivel problema comportamental do aluno. Este caso é um exemplo do uso do
grafo na area da Sociologia® e Psicologia Social’ (DA SILVEIRA JUNIOR et al.,
2021).

A lista de adjacéncia indica quais vértices do grafo estédo ligados ou sao

adjacentes a outro qualquer vértice, inclusive a ele mesmo.
O Quadro 3 mostra a lista de adjacéncia do grafo ilustrado na Figura 36b.

Quadro 3 - Lista de Adjacéncia
LISTA DE ADJACENCIA

L Vértices L Vértices
Veértice - Veértice -
— Adjacentes — Adjacentes

1 2,5 5 1,3,4,6,7
2 1 6 4.5 7

3 5 7 5,6

4 5,6 8 -

Fonte: Autor

2.4.2. MATRIZ DE ADJACENCIA

A matriz de adjacéncia € uma matriz cujos elementos representam a
relacdo de adjacéncia entre os n vértices do grafo. Trata-se, portanto, de uma matriz
quadrada de ordem n. A constru¢cdo da matriz de adjacéncia difere para grafos

orientados e ndo orientados.

6 Estudo objetivo das relacdes sociais, isto &, das relacGes que sé se estabelecem com fundamento
na coexisténcia social, as quais se concretizam em normas, leis, valores e instituicdes consciente ou
inconscientemente incorporadas pelos individuos que constituem a sociedade (Dicionario Aurélio).

7 Ciéncia que estuda os comportamentos dos individuos considerados como tais, dentro do campo
social, por ele influenciados, mas igualmente reagindo a ele e transformando-o (Dicionario Aurélio).

68



a) Grafo ndo orientado:

Seja A = [aij] a matriz de adjacéncia que representa o grafo ndo orientado
G = (V, E). O valor de aj dependera da existéncia ou ndo de uma ligacao entre os
vértices i e j. Por convencéo, o elemento ajda matriz A recebera:
e 1, seos veérticesie jforem adjacentes

e 0, se os vértices i e j ndo forem adjacentes

Como em grafos ndo orientados a relacdo de adjacéncia € simétrica (0s
elementos ajj s&o iguais aos elementos aji), a matriz de adjacéncia serd uma matriz
simétrica, onde A = Al. No caso de o grafo ndo conter lacos, a matriz de adjacéncia
tera os elementos da diagonal principal iguais a zero. A Figura 37 mostra a matriz de

adjacéncia do grafo ilustrado na Figura 36b.

Figura 37 — Matriz de Adjacéncia de um Grafo ndo Orientado
7
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|OOOI—‘OOI—‘O|I—‘
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o O r B O O O O
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o O r B O O O O

Fonte: Autor

Observe que tanto os elementos da linha 8 como os elementos da coluna
8 da matriz de adjacéncia sao nulos, o que equivale a dizer que nao existe ligagéo

do vértice 8 com qualquer outro vértice, caracterizando o grafo como nao conexo.

b) Grafo orientado:

Seja A = [aj] a matriz de adjacéncia que representa o grafo orientado D =
(V, A). O valor de aj dependera da existéncia ou ndo de uma ligacdo entre os
vértices i e j e da orientacdo em que tais vértices estdo ligados. Por convencao, o

elemento ajjda matriz A recebera:
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e 1, se os vértices i e j forem adjacentes, com orientacdo de i para j

e 0, nos demais casos

Portanto, a diferenca entre as matrizes de adjacéncia de um grafo nao

orientado e de um grafo orientado esta nos valores de seus elementos.
Considere o seguinte grafo da figura:

Figura 38 — Grafo orientado para representacdo em Matriz de Adjacéncia

Fonte: Autor

A Figura 39 mostra a matriz de adjacéncia do grafo orientado ilustrado na

Figura 38.

Figura 39 — Matriz de Adjacéncia de um Grafo Orientado

1 2 3 4 5 6 7 8 9 _10
111 0 0 0 0 0 OO 0O
211 1. 0 0 0 0O OO OO
31 0 1. 0 0 0O OO OO
417 1 0 1 0 0 0O O O O

A= 511 0 0 01 0 0 O 0O
6/1 1 1 0 0 1 0 O O O
71717 0 0 0 0 0O1 0 0 O
g1 1 0 1 0 0 0 1 O O
91 0 1 0 0 O 0 0 1 O
01 1. 0 0 1 0 0 O O 1

Fonte: Autor
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2.4.3. MATRIZ DE VALORES

A matriz de valores € uma matriz analoga a matriz de adjacéncia, em que
0s elementos aj assumirdo o custo ou peso das arestas (distancia, custo, tempo,
vazdo etc.) que ligam os vértices i ao j de um grafo ponderado®. Ndo havendo

ligacdo entre os vértices i e j, ajassumira o valor igual a zero.

O grafo da Figura 40 representa as ruas de um conjunto habitacional
recém-criado em Seropédica/RJ. Observe que as ruas sao de mao e contraméo. Um
veiculo ao ingressar no conjunto pela Rua A pode ir diretamente as Ruas B e C
percorrendo, respectivamente, 200 metros e 100 metros. Essas distancias
representam 0s custos ou pesos das arestas. O mesmo veiculo ndo pode passar
pela Rua A e ir direto as Ruas D ou E, uma vez que ndo ha ligacdo direta entre as
ruas. Assim os custos das arestas {RUA A, RUA D} e {RUA A, RUA E} séo iguais a

Zero.

Figura 40 — Grafo Ponderado para representacdo em Matriz de Valores
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Fonte: Autor
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A Figura 41 mostra a matriz de valores do grafo ponderado. As linhas e
colunas em sua sequéncia representam, respectivamente, os vértices RUA A, RUA
B, ..., RUA F do grafo.

8 Grafo Ponderado é um grafo cujas arestas ou arcos sdo valorados, e estes valores representam
distancia, tempo, vazao, velocidade ou qualquer outra grandeza entre vértices adjacentes.
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Figura 41 — Matriz de Valores de um Grafo Ponderado
1 2 3 4 5 6

0O 200100 0 O O
21200 0 O O 300 O
A= 3100 0O O 500 200 O

[EnY

41 0 0 500 0O O 600

(&)

0O 300 200 0 O 500

61 0 O O 600500 O

Fonte: Autor

2.4.4. MATRIZ DE INCIDENCIA

A matriz de incidéncia € uma matriz n x m formada por n linhas que
correspondem a cada um dos vértices do grafo, e por m colunas que correspondem

a cada uma das ligacdes entre os vértices.
Por convencao, o elemento ajjda matriz de incidéncia A = [aij]nxm Sera:

a) Grafo nao orientado:
e 1, quando o vértice i for incidente a aresta j

e 0, caso contrario

b) Grafo orientado:
e +1, quando o vértice i for de saida em relacdo ao arco |
e -1, quando o vértice i for de entrada em relag¢éo ao arco |

e 0, caso contrario aos anteriores

As matrizes de incidéncia ilustradas nas Figuras 43a e 43b representam,

respectivamente, os grafos nao orientado e orientado das Figuras 42a e 42b.
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Figura 42 — Grafos para representacdo em Matriz de Incidéncia
b)

Fonte: Autor

Figura 43 — Matrizes de Incidéncia

a) b)
1 2 3 4 _5_ 1 2 3 5 6 _7
111 1 1 0 0 11 1 1 0 -1 -1
211 0 0 1 O 211 060 0 1 0 O O
A= 3|0 1 0 1 O A= 3|0 -1 0 -1 0 1 O
410 0 0 0 1 410 0 O O -1 0 O
5/]o0 o 1 0 1 5/]o o -1 0 1 0 1

Fonte: Autor

O programa da Figura 44 imprime a lista de adjacéncia e as matrizes de

adjacéncia, valores e incidéncia de um grafo ponderado, seja ele orientado ou néo.

Figura 44 — Programa em Pascal para elaboragéo da Lista de Incidéncia e das
Matrizes de Incidéncia, Adjacéncia e Valores

1 | Program Representacao_de_Grafo; 66 | Procedure imprimir_matrizes_e_lista;
2] Const 67 | //Procedimento para imprimir as matrizes
3 MAX = 100; 67 de valores, adjacéncia e incidéncia e a
41 Type 67 lista de adjacéncia criadas.
5 matriz = array [0..MAX, 0..MAX] of real; 68 | begin
6 matrizl = array [0..MAX, 0..MAX] of 69 writeln (‘Matriz de Valores: *);
7 | integer; 70 for i:=1 to ordem do
8 vetor = array [0..MAX] of integer; 71 begin
9] var 72 for j:=1 to ordem do
10 m_val: matriz; 73 write (m_val [i, j]:8:2);
11 m_adj, m_inc, |_adj: matriz1; 74 writeln;
12 index: vetor; 75 end;
13 lin, col, i, j, k, ordem, tam: integer; 76 writeln;
14 custo: real; 77
15 tipo: char; 78 writeln (‘Matriz de Adjacencia: ");
16 79 for i:=1 to ordem do
17 | procedure inicio; 80 begin
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18
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
35
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
55
55
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

/[Torna nulo os valores dos vetores e das
matrizes

begin
for i:=1 to ordem do
begin
index [i] := 0;
for j:=1 to ordem do
begin
m_val [i, j] := 0;
m_ad;j [i, j] :=0;
end;

for k:=1 to tam do
m_inc [i, K] := 0;
end;
end;

Procedure Criar_matrizes_e_lista;
/IProcedimento para criar as matrizes de
valores, adjacéncia e incidéncia e a lista de
adjacéncia.*
begin
m_val [lin, col] := custo;
m_adj [lin, col] := 1;
m_inc [lin, i] := 1;
index [lin] := index [lin] + 1;
I_adj [lin, index [lin]] := col;
if tipo = 'g' then
begin
m_val [col, lin] := custo;
m_adj [col, lin] := 1;
m_inc [col, i] := 1;
index [col] := index [col] + 1;
|_adj [col, index [col]] := lin;
end
else
m_inc [col, i] :=-1;
end;

procedure ler_grafo;

/[*procedimento para a leitura dos dados
envolvendo as arestas (arcos)
ponderadas do grafo (vértices de origem
e destino e custo). *

begin
write ('Vi: );
readin (lin);
write ('Vj: );
readln (col);
write (‘w (,lin,', ',col, ): Y);
readln (custo);
writeln;

Criar_matrizes_e_lista;
end;

81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
109
110
111
112
113
114
115
116
116
116
116
117
118
119
120

for j;=1 to ordem do
write (m_ad; [i, j]:8);
writeln;
end;
writeln;

writeln (‘Matriz de Incidencia: *);
for i:=1 to ordem do
begin

for j;=1 to tam do

write (m_inc [i, j]:8);

writeln;
end;
writeln;

writeln ('Lista de Adjacencia: ');
for i:=1 to ordem do
If index [i] <> 0 then
begin
writeln ('Vertice ', i, ' :);
for j:=1 to index [i] do
write (I_adj [i, j]:8);
writeln;
end;
end;

/*Programa principal *
begin
Write (‘Digite "D" para grafo orientado e
"G" para grafo nao orientado: ");
readin (tipo);
Write ('Digite a ordem n do grafo: ");
readin (ordem);
Write ('Digite o tamanho m do grafo: ');
readln (tam);
inicio;
writeln ('Dados da aresta (arco): Digite
o0 vertice de origem Vi, o vertice
de destino Vj e o custo da
aresta (arco) w (Vi, Vj)9;
for i:=1 to tam do
ler_grafo;
imprimir_matrizes_e_lista;
end.

Fonte: Autor
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O programa, ao iniciar, solicitara ao usuario o tipo de grafo: “D” para grafo
dirigido e “G” para grafo nao dirigido. Em seguida, solicitara a ordem n (numero de
vértices) e o tamanho m (numero de arestas ou arcos) do grafo. O proximo passo
serd o programa principal chamar a procedure inicio. Este procedimento criara as
matrizes de adjacéncia de valores de ordem n e a matriz de incidéncia de ordem n X
m, todas matrizes nulas. Criard também um indexador do tipo vetor, inicialmente
nulo, que armazenara a quantidade de vizinhos de um vértice. Em seguida sera
executado m vezes a procedure ler_grafo. Este procedimento permite ao usuario
digitar os dados dos vértices vi e vj que formam as arestas {vi, vj} ou 0s arcos (vi, Vvj)
do grafo e o custo das respectivas arestas (arcos) do grafo. A cada iteracdo, a
procedure Criar_matrizes_e_lista serd chamada, a fim de alterar os valores dos
elementos das matrizes, de acordo com o que foi convencionado para a construcao
das matrizes visto nos itens “@” a “d” deste tépico. Concluidas as iteracdes, o
programa principal chama a procedure imprimir_matrizes_e_lista para imprimir a
lista de adjacéncia e as matrizes de adjacéncia, valores e incidéncia do grafo
ponderado.
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3. CAMINHO MINIMO EM GRAFOS

No capitulo 2 estudamos a definicdo de caminho em grafos, que consiste
num conjunto de vértices conectados por uma sequéncia de arcos, todos diferentes

entre si, em que tais arcos estao sob a mesma orientagéo.

Estudamos, também, o significado de grafo ponderado, um grafo cujas
arestas ou arcos sdo valorados, e estes valores representam distancia, tempo,

vazao ou qualquer outra grandeza entre vértices adjacentes.
Vamos, entdo, definir o que seja caminho minimo.

Suponha que um motorista de UBER esteja em seu veiculo, na Av. Brasil,
na altura do bairro de Campo Grande (A), indo em direcdo a Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro (F), e ele queira percorrer a menor distancia até o seu

destino.

O mapa da Figura 45 mostra os possiveis caminhos a serem tomados

pelo motorista. Os pontos A, B, C, D, E e F representam localiza¢ées® no mapa.

Figura 45 — Mapa

Fonte: Autor

9 A: localizagdo atual do motorista; B: inicio da Reta de Piranema, em Iltaguai/RJ; C: saida da Rodovia
Rio-Santos para o Arco Metropolitano, em Itaguai/RJ; D: final da Reta de Piranema, em
Seropédica/RJ; E: saida do Arco Metropolitano para a antiga Rodovia Rio-Séo Paulo, em
Seropédica/RJ; F: Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro.
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Observe que o mapa pode ser representado por um grafo orientado e
ponderado D = (V, A), cujos vértices representam coordenadas do mapa e 0s custos
dos arcos w(vi, vj), com vi, vj € V, representam as distancias em quildometros (Km)
entre dois vértices adjacentes. De acordo com o aplicativo google maps, 0s custos
dos arcos sao (Quadro 4):

Quadro 4 — Custos dos Arcos

w(A, B) |w(A, D) |w(B, C) |w(B, D) |w(C, E) | w(D, F) | w(E, F)
18,4 10,4 9,8 14,4 21,4 4,2 3,9.

Fonte: Autor

O grafo mostra que héa trés caminhos que saem de A e chegam a F: (A, B,
C,E, F), (A B,D, F)e (A D, F). Para conhecermos o custo total do vértice A até o
vértice F, devemos somar os custos dos arcos conexos que saem de A e chegam a
F. Assim:
e W(A,B,C,E F)=w(AB)+w(B,C)+w(C,E) +w(E,F) =535
e W(A,B,D,F) = w(A,B) + w(B,D) + w(D,F) = 37
e w(AD,F)=w(AD)+w(D,F)=14,6

Logo, o menor caminho ou caminho minimo do vértice de origem A ao

vértice de destino F é (A, D, F), caminho procurado pelo motorista do UBER.

Caso o custo do arco fosse uma medida de tempo, por exemplo, minutos,
dependendo do dia e horéario, o caminho minimo poderia ser (A, B, C, E, F),
representado o menor tempo entre o vértice de origem A e o vértice de destino F,
uma vez que o trecho da antiga Rodovia Rio-Sao Paulo, representado pelo arco (A,

D), é altamente congestionado em horarios de pico.

Assim, conforme esclarece Boaventura Netto e Jurkiewicz (2009, p.38), o
problema do caminho minimo “consiste em encontrar o caminho de menor custo —
por um critério dado — entre dois veértices quaisquer de um grafo G = (V, E),

orientado ou nao”.

O problema do caminho minimo tem seu uso em areas como engenharia

de transporte, engenharia genética e ciéncias da computacao.

77



Neste capitulo abordaremos problemas envolvendo caminhos minimos,
em um grafo D = (V, A) orientado e ponderado, entre um vértice de origem dado e os
demais vértices de D, e os Algoritmos de Dijkstra e de Bellman-Ford utilizados para

determina-los.

3.1. ALGORITMO DE DIJKSTRA

O Algoritmo de Dijkstra, ilustrado na Figura 46, foi desenvolvido pelo
cientista da computacdo Edsger Dijkstra (1930 — 2002) em 1956 e € utilizado para
determinar o menor caminho entre um vértice s e os demais vértices de um grafo D

= (V, A) ponderado com arcos de custo ndo negativo.

Figura 46 — Algoritmo de Dijkstra

1 | Algoritmo Dijkstra (G(V,E), s);
2 | // Entrada: (1) Lista de arestas do Grafo; (2) Vértice s de origem e t de destino; (3) Matriz w de
2 pesos das arestas
3 | // Saida: Caminho mais curto de s até t
4
5 | Iniicio
6 para cada v € V(G) faca
7 d[v] = e;
8 mmv] = null;
9 fim para;
10
11 d[s] = 0;
121 S={}k
13| Q=V(o);
14
15 enquanto Q <> ¢ faca
16 u = Extrai-Min(Q);
17 S=SU{u};
18
19 para cada v € Adj[u] faca
20 se d[v] > d[u] + w(u,v) entdo
21 d[v] = d[u] + w(u,v);
22 mv] = u;
23 fim se;
24 fim para;
25 fim enquanto;
26 | fim.

Fonte: Adaptado de Castro Junior, 2003

O algoritmo utiliza duas variaveis do tipo vetor d[v] e 1[v]. A variavel 1[v] é
0 vértice pai ou predecessor do vértice v. Para se chegar a v, deve-se passar antes
por 1r[v]. A variavel d[v] é o custo do caminho que parte do vértice de origem s e
chega em T1[v], igual a d[1T[v]], somado ao custo do arco (1[v], V).
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Como o algoritmo € utilizado para encontrar caminhos de custos totais
minimos entre o vértice de origem s e o vértice v do grafo, inicialmente é atribuido a
d[v] um valor muito alto (), tal que o algoritmo possa no decorrer da sua execucéo
encontrar valores menores de d[v]. Assim, paratodov e V,d[v]=~ed [s] =0, uma

vez que a distancia do veértice de origem a ele mesmo é nula.

O algoritmo utiliza duas variaveis do tipo registro, representando o0s
conjuntos Se Q,ondeSUQ =VeSNQ=4d@. O conjunto S contém os veértices para
0s quais ja se definiu, ao longo da execucédo do algoritmo, um caminho minimo, e o
conjunto Q contém os vértices para os quais ainda ndo se definiu um caminho
minimo e estara, ao longo da execucdo do algoritmo, ordenado de forma néo-
decrescente do custo d[v] e, em caso de igualdade dos custos, por sua ordem
lexicografical®. Inicialmente, S = @ e Q =V, onde o primeiro elemento de Q é o

vértice s, pois (d[s] = 0) < (» =d [v]).

O algoritmo possui comandos de repeticAo que serdo executados
enquanto houver vértice para o qual ndo se definiu um caminho minimo, ou seja

enquanto Q <> @ (Q é diferente de vazio).

A cada iteracao, extrai-se o 1° elemento do conjunto Q, o qual é atribuido
a u e inserido no conjunto S. Assim, o conjunto S, de menores caminhos, é iniciado

pelo vértice de origem s.

O proximo passo ira buscar nas adjacéncias dos vértices pertencentes a
S aquele com menor distancia relativa ao vértice de origem s. Para tal, o algoritmo
implementard iteragdes envolvendo os vértices v adjacentes a u, em que se
verificard se d[v] € maior que a distancia w[u,v] + d[u]. Em caso afirmativo, o
caminho do vértice inicial ao vértice v, passando por u, € menor que o anteriormente
existente. Neste caso, d[v] passara a ter o valor de d[u] + w[u,v], e 0 vértice v tera

um Novo pai ou predecessor, o0 vértice u, ou seja, T[v] = u.

ApoOs encerradas essas iteracdes, o conjunto Q é ordenado, sendo o

10 Ordem Lexicografica em matematica: Dados dois conjuntos parcialmente ordenados Ae B, a
ordem lexicografica sobre o produto cartesiano A x B é definida como(a,b) < (a',b’) se e somente
sea<a'oua=a,eb<bh
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primeiro elemento do conjunto o vértice mais proximo de s. O algoritmo retornara ao
inicio do loop, para verificar a condicdo de Q. Quando Q se tornar vazio, o algoritmo

se encerrara.

Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo de Dijkstra, vamos determinar
0 caminho minimo entre o vértice 1 e os demais vértices do grafo D = (V, A) da
Figura 47.

Figura 47 — Problema Envolvendo Caminho Minimo (Dijkstra)

Fonte: Autor

Para executar o algoritmo, inicialmente teremos que proceder a leitura

dos custos de cada arco, conforme dados do Quadro 5:

Quadro 5 — Custos dos Arcos

w(l, 2) |w(l, 3) [w(2, 1) |w(2, 3) | w(2,4) w3, 2)|w(3,5)|w4,5) | w(b, 2)|w(db,4)

5 4 3 6 10 10 6 3 5 4

Fonte: Autor
Conforme enunciado do problema, tem-se s = 1.

Apés a inicializacdo do algoritmo e antes da verificagdo de que o conjunto
Q é ou ndo vazio, tem-se: S={}e Q ={1, 2, 3, 4, 5}.

O grafo estaria assim representado (Figura 48):
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Figura 48 — Representacao do Grafo antes da Primeira Iteracéo
d[2] = 0 d[d] = w©
2] = null 4] = null

d[1]1=0
1] = null

d[3]== d[5] = =
[3] = null [5] = null

Fonte: Autor

Em seguida, o algoritmo verifica a condicdo de Q para a execucdo ou nao

do loop. Como Q nao é vazio, os comandos de repeticdo serdo executados.
12 Iteracao:

O 1° elemento de Q é extraido do conjunto, atribuido a u e inserido no

conjunto S. Assimu=1e S ={1}.

O préximo passo sera a implementacdo de iteracdes envolvendo os
vértices v adjacentes a u, em que se verificara se o custo d[v] € maior que o custo do
arco w[u,v] somado ao custo d[u]. Em caso afirmativo, d[v] passara a ter o valor de

d[u] + w[u,V], e o vértice v terd um novo pai ou predecessor, o0 vertice u (T1[v] = u).

O vértice 1 tem como vértices adjacentes os vértices 2 e 3. Assim,

teremos:

Parav=2. (d[2] = «)> (d[1] +w[1,2] =0+5=05), entdo d[2] =5 e 1[2] = 1;
Parav=3 . (d[3]=«)> (d[1]+w[1,3]=0+4=4), entdo d[3]=4 e m[3] =1.

ApoOs esses passos, tem-se: S={1}e Q ={3, 2, 4, 5}.

O grafo estaria assim representado (Figura 49):
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Figura 49 — Representacdo do Grafo apds a Primeira Iteracéo

di2]=5 did] = =
m2] =1 [4] = null

d[1]=0
1] = null

d[3] = 4 d[5] = =
m3] =1 w[5] = null

Fonte: Autor

Observe que ndo ha como tornar menor a distancia do vértice 1 ao vértice
3. Entéo, o arco (1,3) € o menor caminho entre os vértices. Ap6s a ordenagéo de Q,
0 vértice 3 passara a ser o 1° vértice do conjunto e serd extraido na proxima
iteracdo, para ser inserido em S, uma vez que ja temos 0 menor caminho da origem

até ele.

Executados os comandos de repeticdo, o fluxo de comando é desviado
para a verificacdo da condicdo de Q. Como Q nao é vazio, o loop é novamente

realizado.
22 |lteracgéao:

O 1° elemento de Q é extraido do conjunto, atribuido a u e inserido no
conjunto S. Assimu=3e S={1, 3}.

O proximo passo sera a implementacdo de iteracbes envolvendo 0s

vértices 2 e 5 adjacentes ao vértice 3. Assim, teremos:

Parav=2. (d[2] =5) *» (d[3] +w[3,2] =4 + 10 = 14),
Parav =5 . (d[5] = «) > (d[3] + w[3,5] =4 + 6 = 10), entdo d[5] = 10 e 11[5] = 3.
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ApoOs a ordenacédo de Q, o vértice 2 passara a ser o 1° vértice do conjunto
e sera extraido na proxima iteracdo, para ser inserido em S, uma vez que ja temos o

menor caminho da origem até ele.
Apés esses passos, tem-se: S={1, 3} e Q ={2, 5, 4}.

O grafo estaria assim representado (Figura 50):

Figura 50 — Representacao do Grafo apds a Segunda Iteracéo

d[2]=5 d[d] = =
m2] =1 [4] = null

d[1]1=0
w[1] = null

d[3]=4 d[5] =10
m3] =1 5] =3

Fonte: Autor

Perceba que ndo ha como tornar menor a distancia do vértice 1 até o

vértice 2. Entdo, o menor caminho até 2 é o arco (1, 2).

Apds a execucdo dos comandos de repeticao, o fluxo é desviado para a

verificacdo da condicdo de Q. Como Q ndo € vazio, o loop é executado.
3?2 lteracgéo:

O 1° elemento de Q é extraido do conjunto, atribuido a u e inserido no
conjunto S. Assimu=2eS={1, 3, 2}.

O préximo passo sera a implementacdo de iteragcdes envolvendo os
vértices 1, 3 e 4 adjacentes ao vértice 2. Os vértices 1 e 3 ja fazem parte do caminho
minimo (elemento de S), ndo tendo como melhorar a disténcia da origem até eles.

Quanto ao vértice 4, tem-se:
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Parav = 4  (d[4] = =) > (d[2] + W[2,4] = 5 + 10 = 15), entdlo d[4] = 15 e T[4] = 2.

Apos a ordenacgéo de Q, o vértice 5 passara a ser o 1° vértice do conjunto
e sera extraido na préxima iteracdo, para ser inserido em S, uma vez que ja temos o

menor caminho da origem até ele.
ApOs esses passos, tem-se: S ={1, 3, 2} e Q = {5, 4}.
O grafo estaria assim representado (Figura 51):

Figura 51 — Representacdo do Grafo ap0s a Terceira Iteragédo

d[2] =5 d[4] = 15
m2] =1 4] =2

d[f1]1=0
1] = null

d[3] = 4 d[5] =10
= 1 m[5] = 3

Fonte: Autor

Observe que ndao ha& como tornar menor a distancia do vértice 1 até o

vértice 5. Entdo, o menor caminho até 5 é o formado pelos arcos (1, 3) e (3, 5).

Concluida a execucdo dos comandos de repeticdo, o fluxo € desviado
para a verificagdo da condicdo de Q. Como Q néo é vazio, o loop é executado uma

vez mais.

42 |teragéo:

O 1° elemento de Q é extraido do conjunto, atribuido a u e inserido no
conjunto S. Assimu=5eS={1, 3, 2, 5}.
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O proximo passo sera a implementacdo de iteracbes envolvendo 0s
vértices 2 e 4 adjacentes ao vértice 5. O vértice 2 ja faz parte do caminho minimo
(elemento de S), ndo tendo como melhorar a distancia da origem até ele. Quanto ao
vértice 4, tem-se:

Parav =4 . (d[4] =15) > (d[5] + w[5,4] =10 + 4 = 14), entdo d[4] = 14 e T1[4] = 5.

O conjunto Q passarad a ter um unico elemento (Q = {4}), que sera
extraido na proxima iteracdo, para ser inserido em S, uma vez que ja temos o0 menor

caminho da origem até ele.
Apds esses passos, tem-se: S ={1, 3, 2,5} e Q = {4}.
O grafo estaria assim representado (Figura 52):

Figura 52 — Representacao do Grafo apds a Quarta Iteracao

d[2] =5 d[4] = 14
m2] = 4] =5

N

4]
d[1]=0
®©—0

1] = null
d[3]=4 d[5] =10
m[3] = m[5] =3

Fonte: Autor

Perceba que ndo ha como tornar menor a distancia do vértice 1 até o
vértice 4. Entdo, o menor caminho até 4 é o formado pelos arcos (1, 3), (3, 5) e (5,
4).

Concluida a execucdo dos comandos de repeticdo, o fluxo é desviado

para a verificacdo da condi¢cdo de Q. Como Q néo é vazio, o loop é executado.
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52 |teracéao:

O 1° elemento de Q é extraido do conjunto, atribuido a u e inserido no
conjunto S. Assmu=4eS={1,3, 2,5, 4}.

O préximo passo sera a implementacéo de iteracdes envolvendo o vértice
5 adjacente ao vértice 4. O veértice 4 ja faz parte do caminho minimo (elemento de

S), ndo tendo como melhorar a distancia da origem até ele.
Q passara a ser um conjunto vazio.
ApoOs esses passos, tem-se: S={1,3,2,5,4teQ={}.
O grafo estaria assim representado (Figura 53):

Figura 53 — Representacao do Grafo apds a Quinta Iteracao

d[4]
(4]

14
5

d[11=0

1] = null o g \ °
d[3] =4 d[5] =10
w3l =1 m[5] =3

Fonte: Autor

Apéds a execugdo dos comandos de repeticdo, o fluxo é desviado para a
verificagdo da condicdo de Q. Como Q € vazio, o loop é encerrado e a execucdo do
algoritmo é concluida.

Para saber, por exemplo, a menor distancia entre os vértices 1 e 4, extrai-
se o valor de d[4], que € igual a 14. Todavia, para o trajeto que corresponde ao
caminho minimo entre estes vértices, o Algoritmo de Dijkstra ndo nos imprime a

resposta, o que € resolvido através do procedimento ilustrado na Figura 54 incluido
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no algoritmo. Através dele, o caminho pode ser extraido facilmente através do vetor
T, permitindo imprimir na tela do monitor o caminho do vértice de origem s a

qualquer outro veértice do grafo.

Figura 54 — Algoritmo para Imprimir Caminho Minimo

Procedimento Escreva_caminho (G, s, Vv);
inicio
se v =s entdo
escreva (s);
sendo se mrfv] = null
escreva (“néo existe trajeto”);
sendo
Escreva_caminho (G, s, m[v));
escreva (V);
fim se;
fim;

RPOOWOOLO~NOUOITEAWNPE

R

Fonte: Adaptado de Loureiro & Goussevskaia, 2015

Na execucao do procedimento, tem-se:
e 1°passo: Escreva_caminho (G, 1, 4),
e 2°passo: (1 <>4) e (5<>null) entdo Escreva_caminho (G, 1, 5),
e 3%passo: (1 <>5) e (3 <>null) entdo Escreva_caminho (G, 1, 3),
e 4°passo: (1 <> 3) e (1 <> null) entdo Escreva_caminho (G, 1, 1),
e 5%passo: 1 =1 entdo “1” [impressao do 1],
e 6°passo: retorna a Escreva_caminho (G, 1, 3),
e 7°passo: “3” [impressao do 3],
e 8°passo: retorna a Escreva_caminho (G, 1, 5),
e 9°passo: “5” [impresséo do 5],
e 10° passo: retorna a Escreva_caminho (G, 1, 4),
e 11°passo: “4” [impressao do 4],

e 12°passo: o algoritmo é encerrado.

Assim, ao término da execuc¢do do procedimento, estara impresso na tela
do monitor a sequéncia 1 3 5 4, representando o caminho minimo do vértice 1 ao

veértice 4.

Os codigos em Pascal do Algoritmo de Dijkstra ajustado pelo
procedimento Escreva_caminho constam no programa Program Dijkstra (Figura

55), o qual tem sua versao completa no Apéndice A.
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40
41
42
43
55
56
57
57
58
58
59

60
131
132
133
142
143
144
156
157
158
169
170
171
182
183

Figura 55 — Programa em Pascal baseado no Algoritmo de Dijkstra

Program Dijkstra;
uses
Crt; // Alinha Uses Crt informa ao compilador que ele deve incluir a biblioteca Crt no seu programa
/I Vai habilitar fungdes como gotoxy e clrscr
Const
MAX = 100;

Type
matriz = array [0..MAX, 0..MAX] of real;
matrizl = array [0..MAX, 0..MAX] of integer;
vetor = array [0..MAX] of real;
vetorl = array [0..MAX] of integer;

conjunto = record

tam: integer ;

vet: array [ 0..MAX+1] of integer ;
end;

var
S,Q: conjunto;
wW: matriz;
mat_adj: matriz1;
d: vetor;
pai, vet_ad;j: vetorl;
lin, col, i, j, p, t, u,v,Y, resp, ordem, tam, vert: integer;
custo: real;

procedure tela_inicial;
/ I escreve na tela do monitor informag@es sobre o programa e recomendagdes ao usuario

()

procedure ler_grafo (var j: integer);
I/l procedimento para a leitura dos arcos ponderados do grafo (vértices de origem e destino e custo)
/I gotoxy (X, y): representa a coordenada (x, y) do cursor na tela do monitor

()

Procedure Criar_grafo_ponderado;

/I Procedimento para criar o grafo ponderado. O usuario informara a ordem e o tamanho do grafo.
Em seguida, o procedimento chamara

/I o procedimento ler_grafo. Apés a leitura dos dados, testes serdo feitos para verificar se o vértice
de origem e/ou destino fazem parte

/l do grafo, no caso as variaveis lin e col terdo que ser menores ou iguais a ordem do grafo. Os dados
serdo armazenados em uma matriz

/I de valores, a qual representara o grafo ponderado

()

Procedure Imprimir_lteracao;
/l Permite a impresséo dos valores atualizados de d[i] e pai[i] em cada iteracdo

(.)

Procedure Escrever_caminho (vert: integer);
/I O procedimento determina o caminho do vertice de origem s ao vertice de destino v

()

Procedure Determinar_caminho;
//Solicita dado do vértice de destino para imprimir o caminho até ele

(.)

Procedure definir_predecessor_inicial (ordem: integer; tiinteger);
/I Inicializac&o do Algoritmo de Dijkstra

(.)

procedure inicializar_conjunto (var ¢ : conjunto);
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184 | // Cria um conjunto vazio.

G
188
189 ] function conjunto_vazio (c : conjunto): boolean;
190 | // Retorna true se o conjunto ¢ eh vazio e false caso contrario

)G
194
195 | function cardinalidade (c : conjunto) : integer;
196 | // Retorna a cardinalidade do conjunto ¢

G
200
201 | Procedure ordenar_Q (var c: conjunto);
202 | // Ordena os elementos do conjunto ¢ de acordo com a o custo de d[v]

G
217
218 | procedure inserir_no_conjunto (X: integer ; var c : conjunto);
219 | // Insere o elemento x (vértice) no conjunto c.

N OS]
227
228 | procedure remover_do_conjunto (x: integer ; var c : conjunto);
229 | // Remove o elemento x (vértice) do conjunto ¢

G
237
238 | // Programa Principal
239 | begin

240 tela_inicial;
241 Criar_grafo_ponderado;
242 definir_predecessor_inicial(ordem, t);

243 inicializar_conjunto (S);

244 inicializar_conjunto (Q);

245

246 for i:=1 to ordem do /l insere os vértices no conjunto Q

247 inserir_no_conjunto (i, Q);

248

249 Ordenar_Q (Q);  // ordena Q de acordo com o custo de d[v]

250

251 y:=1;

252 while not conjunto_vazio (Q) do // Executa as itera¢des enquanto Q néo for vazio
253 begin

254 writeln (' lteracao: ', y);

255 u := Q.vet[1]; /lu recebe sempre o 1° elemento de Q

256 remover_do_conjunto (Q.vet[1], Q); //remove o 1° elemento de Q

257 inserir_no_conjunto (u, S); / u é inserido em S

258

259 for p:=1 to vet_adj[u] do //seleciona os vizinhos de u de acordo com a lista de adjacéncia
260 begin

261 v :=mat_adj [u, p];

262 if d[v] > d[u] + w[u,v] then

263 begin

264 d[v] := d[u] + w[u,v];

265 pail[v] :=u;

266 end;

267 end;

268 Ordenar_Q (Q); // ordena os elementos de Q em vista da alteragdo dos custos de d[v]
269 y:=y+1,;

270 Imprimir_lteracao; // imprime os valores atualizados de d[v] e pai[v] em cada iteragédo
271 end;

272 Determinar_caminho; // imprime o caminho do vértice s de origem ao vértice de destino v
273 | end.

Fonte: Autor
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3.2. ALGORITMO DE BELLMAN-FORD

No topico anterior, apresentamos o Algoritmo de Dijkstra e mostramos o
modo de determinamos o0 caminho minimo em um grafo formado por arcos de custo
nao negativo. Vamos, agora, determinar o caminho minimo em um grafo que possui

arcos de custo negativo.

Seja o grafo D = (V, A) da Figura 56. Determinemos o caminho minimo

entre os vertices 5 e 4 do grafo utilizando o Algoritmo de Dijkstra.

Figura 56 — Problema Envolvendo Arcos de Custo Negativo (Dijkstra)

Fonte: Autor

Na execucao do algoritmo, apds cada iteracdo, as variaveis d[v] e Tr[v]

assumirdo os seguintes valores:

12 Iteracéo 22 lteracéo
v 1 2 3 4 5 v 1 2 3 4 5
d 4 0 6 0 0 d 4 8 6 1 0
m 5 NULL 5 NULL | NULL m 5 1 5 1 NULL
S={5leQ={1,3, 2 4} S={51eQ={4, 3,2}
32 lteracéo 42 Iteracao
\% 1 2 3 4 5 v 1 2 3 4 5
d 4 7 6 1 0 d 4 4 6 1 0
m 5 4 5 1 NULL m 5 3 5 1 NULL
S={51,4eQ={3 2} S={51,4,3eQ={2}
52 Iteracao
\ 1 2 3 4 5
d 1 4 6 1 0
m 2 3 5 1 NULL
S={51,4,32}eQ=0
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Assim, a sequéncia 5 3 2 1 4 representa o caminho minimo do vértice 5
ao vertice 4, de custo total igual a 1. Todavia, a0 somarmos 0s custos de cada arco
que compde o caminho minimo, constataremos que o custo total serd diferente de 1.

Pois vejamos:
Custo total = w(5,3) + w(3,2) + w(2,1) + w(1,4), entéo:
Custo total =6 + (-2) + (-3) + (-3) = -2

Logo, o caminho minimo do vértice 5 ao vértice 4 tera custo total igual a

Esta diferenca ocorre porque o Algoritmo de Dijkstra ndo tenta encontrar
um caminho mais curto para vértices que ja foram extraidos de Q. Caso o algoritmo

previsse tal possibilidade, ao final da sua execucéo, teriamos:

v 1 2 3 4 5
d 1 4 6 -2 0
m 2 3 5 1 |NULL

A limitacdo do Algoritmo de Dijkstra na determinacdo do caminho minimo
em grafos com arcos negativos € suprida pelo Algoritmo de Bellman-Ford (MORENO
& RAMIREZ, 2011).

O algoritmo da Figura 57 foi desenvolvido pelos mateméaticos
estadunidenses Richard Ernest Bellman (1920-1984) e Lester Randolph Ford (1886-

1967) na década de 50 e apresenta o seguinte cédigo:

Figura 57 — Algoritmo de Bellman-Ford

1 | Algoritmo Bellman-Ford (G(V,E), s)
2 | //[Entrada: (1) Grafo G com pesos nas arestas; (2) Vértice s de origem; (3) Matriz w de pesos
2 | das arestas
3 | //Saida: Caminho mais curto de s até todos os demais vértices de G
4
5 ] inicio
6 para cada v € V(G) faca
7 dfv] = =;
8 mmv] = null;
9 fim para;
10 d[s] = 0;
11
12 parai=1an-1faca
13 para todo (u,v) €E faca
14 se d[v] > d[u] + w(u,v) entdo
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15 d[v] = d[u] + w(u,v);

16 mv] = u;
17 fim se;

18 fim para;

19 fim para;

20

21 /IVerificar ciclo negativo
22 Ciclo_negativo = falso;
23 para todo (u,v) € E faca

24 se d[v] > d[u] + w(u,v) entdo
25 Ciclo_negativo = verdadeiro;
26 fim se;

27 fim para;

28 ] fim.

Fonte: Adaptado de Castro Junior, 2003

De modo semelhante ao Algoritmo de Dijkstra, o Algoritmo de Bellman-
Ford trabalha com duas variaveis do tipo vetor d[v] e m[v]. A variavel 11[v] € 0 vértice
pai ou predecessor de v. Para se chegar a v, deve-se passar antes por m[v]. A
variavel d[v] € o custo do caminho que parte do vértice de origem s e chega em T[v],

igual a d[r[v]], somado ao custo do arco (11[v], V).

7z

Como o algoritmo € utilizado para encontrar caminhos de custos totais
minimos entre o veértice de origem e o vertice v do grafo, inicialmente é atribuido a
d[v] um valor muito alto (=), tal que o algoritmo possa no decorrer da sua execucao
encontrar valores menores de d[v]. Assim, paratodov e V,d [v] =~ ed [s] =0, uma
vez que a distancia do vértice de origem a ele mesmo € nula. Este procedimento é

idéntico ao do Algoritmo de Dijkstra.

Para encontrar o caminho minimo, a cada iteracéo, o algoritmo verifica se
pode ser encontrado um caminho mais curto de um vértice de origem s até um
vértice v passando pelo vértice corrente v’. Em caso positivo, atualiza-se o valor do
menor caminho a v (d[v]), o qual terd como pai ou predecessor o vértice v’ (1T[V]),
vizinho de v. Assim, para cada arco (u,v) do grafo representado na lista de
adjacéncia, o algoritmo ira comparar o valor de d[v] com o valor de d[u] + w[u,V],

onde w[u,v] é o custo do arco (u,v), e associara a d[v] o menor valor entre eles.

Como demonstrado por Moreno & Ramirez (2011), com no maximo de n
— 1 iteragbes, sendo n a ordem do grafo, € possivel encontrar a solugdo do

problema. Se a iteracdo-teste feita ap0s o procedimento acima resultar em
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mudancas dos custos, havera um circuito negativo no grafo, indicando que as
alteracdes nao irdo acabar, impossibilitando determinar o caminho minimo entre s e

v, ndo havendo, assim, solucdo para o problema.

Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo de Bellmann-Ford, vamos
determinar o caminho minimo entre o vértice 4 e os demais vertices do grafo D =
(V,A) da Figura 58.

Figura 58 — Problema Envolvendo Caminho Minimo (Bellman-Ford)

Fonte: Autor

Para executar o algoritmo, inicialmente teremos que proceder a leitura
dos custos de cada arco, conforme dados do Quadro 6:

Quadro 6 — Custos dos Arcos

w(l,2) | w(@,3) | wl,4) [w(2,1)] w(2,3) | w(2,4) |w(3, 1) w(3,2)
-0,0795 | -0,1804 | -0,8213 |0,0804 | -0,1004 | -0,7426 |0,1805|0,1017
w(3,4) | w4,1) | w4,2) w4, 3)
-0,6415 | 0,8239 | 0,7447 |0,6440

Fonte: Autor

Conforme enunciado do problema, s = 4.

Apos a inicializagdo do algoritmo e execugdo dos comandos atribuidos as

linhas de 6 a 10, tem-se a seguinte representacdo de grafo (Figura 59):
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Figura 59 — Representacao do Grafo antes da Primeira Iteracéo

di4]=0
0,1017 T[4] = null

-0,6415]

0,6440

di2]==

0,1805
(2] = null

\ -0,1804

d[i] ==
T[1] = null

d[3] = =
[3] = null

0,0804

.0,1004

Fonte: Autor

Sendo n = 4 a ordem do grafo, o algoritmo realizar4 3 iteracbes para

encontrar o caminho minimo do vértice de origem 4 aos demais vértices do grafo,

caso exista.

A execucdo das instru¢cdes do bloco de comando de repeticdo, a cada

iteracao, resultard nos valores de d[v] e m[v] ilustrados a seguir:

12 lteracdao:

Parai=1, tem-se:

1,2)-
1,3) -
1, 4) -
2, 1) -
2,3) -
2, 4) -
3, 1) -
3,2) -
3, 4) -
4, 1) -

(d[2] = ) * (d[1] + w(1, 2) = = - 0,0795 = ),
(d[3] = =) * (d[1] + w(1, 3) =« - 0,1804 = ),
(d[4] = 0) * (d[1] + w(1,4) = = -0,8213 = ),
(d[1] = ) * (d[2] + (2, 1) = = + 0,0804 = ),
(d[3] = =) * (d[2] + W(2, 3) =~ - 0,1004 = ),
(d[4] = 0) * (d[2] + W(2, 4) = = - 0,7426 = ),
(d[1] = ) * (d[3] + W(3, 1) = = + 0,1805 = =),
(d[2] = =) # (d[3] + W(3, 2) = = + 0,1017 = =),
(d[4] = 0) * (d[3] + W(3, 4) = = — 0,6415 = «),
(d[1] = ) > (d[4] + w(4, 1) = 0 + 0,8239 = 0,8239), entdo d[1] = 0,8239 e

)
)

)
)
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1[1] = 4 [grafo modificado conforme Figura 60],

(4, 2) ~ (d[2] = =) > (d[4] + w(4, 2) =0 + 0,7447 = 0,7447), entdo d[2] = 0,7447 e
1[2] = 4 [grafo modificado conforme Figura 61],

(4, 3) ~ (d[3] = «) > (d[4] + w(4, 3) =0 + 0,6440 = 0,6440), entdo d[3] = 0,6440 e

1[3] = 4 [grafo modificado conforme Figura 62].
Os grafos das Figuras 60 a 62 ilustram a situacao:

Figura 60 — Representacdo do Grafo apos Analise do Arco (4, 1)

di4]=0
0,1017 4] = null

N.uﬁus

0,6440

di2]== 0,1805

2] = null d[3] ==

T[3] = null

.0,1804

-0,1004

Fonte: Autor

Figura 61 — Representacdo do Grafo apos Analise do Arco (4, 2)

d[4] =0
0,1017 [4] = null

TN

-0,6415

.0.8213 0,6440

0,1805 d[3] ==

[3] = null

.0,1804

d[1] = 0,8239
=4

.0,1004

Fonte: Autor
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Figura 62 — Representacdo do Grafo apos Analise do Arco (4, 3)

d[4]=0
T[4] = null

d[2] = 0,7447
m2] =4

d[1] = 0,8239
n]=4

-0,1004

Fonte: Autor

Ao término da 12 iteracado, tem-se:

\Y; 1 2 3 4
d |0,8239|0,7447|0,6440| O
m 4 4 4 null

22 |lteracgéao:

Parai= 2, tem-se:

(1,2) -

(1,3) -

(1, 4) -
2,1) -
2, 3) -
(2, 4) -
3, 1) -
3,2) -
(3, 4) -

(d[2] = 0,7447) > (d[1] + w(1, 2) = 0,8239 - 0,0795 = 0,7444), entdo
d[2] = 0,7444 e 11[2] = 1 [grafo modificado conforme Figura 63],
(d[3] = 0,6440) > (d[1] + w(1, 3) = 0,8239 - 0,1804 = 0,6435), entédo
d[3] = 0,6435 e 11[3] = 1 [grafo modificado conforme Figura 64],
(d[4] = 0) » (d[1] + w(1, 4) = 0,8239 - 0,8213 = 0,0026),

(d[1] = 0,8239) * (d[2] + w(2, 1) = 0,7444 + 0,0804 = 0,8248),

(d[3] = 0,6435) * d[2] + w(2, 3) = 0,7444 - 0,1004 = 0,6440),

(d[4] =0) * (d[2] + w(2, 4) =0,7444 - 0,7426 = 0,0018),

(d[1] = 0,8239) * (d[3] + w(3, 1) = 0,6435 + 0,1805 = 0,8240),

(d[2] = 0,7444) * (d[3] +w(3, 2) =0,6435 + 0,1017 = 0,7452),

(d[4] = 0) * (d[3] +w(3, 4) = 0,6435 — 0,6415 = 0,0020),
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(4, 1) - (d[1] = 0,8239) * (d[4] + w(4, 1) = 0 + 0,8239 = 0,8239),
(4, 2) - (d[2] = 0,7444) * (d[4] + W(4, 2) = 0 + 0,7447 = 0,7447),
(4, 3) - (d[3] = 0,6435) * (d[4] + w(4, 3) = 0 + 0,6440 = 0,6440).

Os grafos das Figuras 63 e 64 ilustram a situacao:

Figura 63 — Representacdo do Grafo apos Analise do Arco (1, 2)

d[4] =0
0,1017 4] = null

0,1805 d[3] = 0,6440
n[3]=4

.0,1804

d[1] = 0,8239
=4

.0,1004

Fonte: Autor

Figura 64 — Representacdo do Grafo apds Analise do Arco (1, 3)

di4]=0
0,1017 4] = null

0,7447

0,7426 0,8239|[-0,8213

d[2] = 0,7444

0,1805
m2]=1

d[3][< 076435]
=4
\o/ -0,1804,

d[1] = 0,8239
=4

0,0804

.0,1004

Fonte: Autor

Ao término da 22 iteracao, tem-se:
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d [0,8239|0,7444/0,6435| O
™ 4 1 1 null

32 Iteracéao:

Parai= 3, tem-se:

(1, 2) - (d[2] = 0,7444) * (d[1] + w(1, 2)= 0,8239 - 0,0795 = 0,7444),
(1, 3) ~ (d[3] = 0,6435) * (d[1] + w(1, 3) =0,8239 - 0,1804 = 0,6435),
(1, 4) ~ (d[4] = 0) * (d[1] + w(2, 4) = 0,8239 - 0,8213 = 0,0026),

(2,1) ~ (d[1] = 0,8239) *+ (d[2] + w(2, 1) = 0,7444 + 0,0804 = 0,8248),
(2, 3) ~ d[3] = 0,6435) * d[2] + w(2, 3) = 0,7444 - 0,1004 = 0,6440),
(2, 4) ~ (d[4] = 0) * (d[2] + w(2, 4) = 0,7444 - 0,7426 = 0,0018),

(3, 1) ~ (d[1] = 0,8239) * (d[3] + w(3, 1) = 0,6435 + 0,1805 = 0,8240),
(3, 2) -~ (d[2] = 0,7444) * (d[3] +W(3, 2) = 0,6435 + 0,1017 = 0,7452),
(3, 4) - (d[4] = 0) # (d[3] +W(3, 4) = 0,6435 — 0,6415 = 0,0020),

(4, 1) - (d[1] = 0,8239) * (d[4] + w(4, 1) = 0 + 0,8239 = 0,8239),

(4, 2) - (d[2] = 0,7444) * (d[4] + w(4, 2) = 0 + 0,7447 = 0,7447),

(4, 3) - (d[3] = 0,6435) * (d[4] + w(4, 3) = 0 + 0,6440 = 0,6440).

Ao término da 32 e Ultima iteracdo, tem-se:

\Y} 1 2 3 4
d |0,8239|0,744410,6435| O
m 4 1 1 null

Como os valores de d[v] e m[v] ap6s a 32 alteracdo sdo 0S mesmos
valores obtidos ap0s a 22 iteracdo, pode-se afirmar que os valores de d[v] e T[V]
também serdo os mesmos no teste a ser feito para a verificacdo de ciclo negativo.
Em ndo havendo ciclo negativo, a solugcédo do problema é o resultado obtido apds a

ultima iteragéo.

Para escrever ou registrar o caminho de um vértice de origem s a outro
vértice v do grafo, pode-se utilizar o mesmo procedimento recursivo ilustrado na

Figura 54. Logo, utilizando o algoritmo para escrever o caminho de véertice 4 ao
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vértice 3, sera escrito na tela do monitor o caminho 4 1 3, cujo custo total sera igual
a 0,6435 (d[3]).

Os codigos em Pascal do Algoritmo de Bellman_Ford ajustado pelo
procedimento Escreva_caminho constam no programa Program Bellman_Ford

(Figura 65), o qual tem sua versédo completa no Apéndice B.

Figura 65 — Programa em Pascal baseado no Algoritmo de Bellman-Ford

Program Bellman_Ford;
uses
Crt; /I Alinha Uses Crt informa ao compilador que ele deve incluir a biblioteca Crt no seu programa
/I Il Vai habilitar fung6es como gotoxy e clrscr
Const
MAX = 100;

Type

matriz = array [0..MAX, 0..MAX] of real;
10 vetor = array [0..MAX] of real;
11 vetorl = array [0..MAX] of integer;

O©CoO~NOUAWNPE

12

13 conjunto = record

14 tam: integer ;

15 vet: array [ 0..MAX+1] of integer ;
16 end;

17

18 | var

19 ciclo_negativo: string;

20 W: matriz;

21 d: vetor;

22 pai: vetorl;

23 lin, col, i, j, k, t, resp, ordem, tam, vert: integer;
24 custo: real;

25

26 | procedure tela_inicial;
27 | /I escreve na tela do monitor informacdes sobre o programa e recomendacgdes ao usuario

(..)

39 | procedure ler_grafo (var k: integer);
40 | /I procedimento para a leitura dos arcos ponderados do grafo (vértices de origem e destino e Custo)
41 | /Il gotoxy (X, y): representa a coordenada (x, y) do cursor na tela do monitor

()

54 | Procedure Criar_grafo_ponderado;

55 | // Procedimento para criar o grafo ponderado. O usuario informara a ordem e o tamanho do grafo.
55 Em seguida o procedimento chamara

56 | // o procedimento ler_grafo. Apos a leitura dos dados, testes seréo feitos para verificar se o vértice
56 de origem e/ou destino fazem parte

57 | // do grafo, no caso as variaveis lin e col teréo que ser menores ou iguais a ordem do grafo. Os

57 dados serdo armazenados em uma matriz

58 | // de valores, a qual representara o grafo ponderado

(..)

125 | Procedure Escrever_caminho (vert: integer);
126 | // O procedimento determina o caminho do vertice de origem s ao vertice de destino v

(.)

139 | Procedure Determinar_caminho;
140 | // Solicita dado do vértice de destino para imprimir o caminho até ele

(..)
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151
152 | Procedure Imprimir_lteracao;
153 | // Permite a impressao dos valores atualizados de d[i] e pai[i] em cada iteracéo

oG
162
163 | Procedure definir_predecessor_inicial (ordem: integer; t:integer);
164 | // Inicializacdo do Algoritmo de Bellman-Ford

o)
175
176 | Procedure Verificar_ciclo;
177 | /I Verifica a existéncia de ciclo negativo

1)
195

196 | //Programa Principal
197 | begin
198 tela_inicial;

199 Criar_grafo_ponderado;
200 definir_predecessor_inicial(ordem, t);

201

202 fori:=1 to ordem -1 do // Executa as iteracdes
203 begin

204 writeln (' Iteracao ', i);

205 writeln (* Arcos v d[v] pi[v]);

206 for j:= 1 to ordem do

207 for k:= 1 to ordem do

208 if w[j,k] <> 0 then

209 begin

210 if d[k] > (d[j] + w[j,k]) then

211 begin

212 dik] := d[j] + w[j,k];

213 pailk] :=j;

214 if d[k] > 900000 then

215 begin

216 d[k]:=1000000;

217 pai[k] := 0;

218 end;

219 end;

220 writeln (' w[',j,"," k'] "k," ", d[k]:9:4, ', pailK]);
221 end;

222 writeln;

223 Imprimir_lteracao; // imprime os valores atualizados de d[v] e pai[v] em cada iteragéo
224 writeln;

225 writeln ('Digite ENTER para continuar’);

226 readIn;

227 end;

228

229 Verificar_ciclo;  // verfica a existéncia de ciclo negativo

230 if ciclo_negativo = 'NAO' then

231 Determinar_caminho;  // imprime o caminho do vértice s de origem ao vértice de destino v
232 | end.

Fonte: Autor

Como mencionado na introducdo deste tépico, o Algoritmo de Bellman-
Ford realiza uma iteracdo-teste, a fim de verificar se o problema proposto tem
solucdo. As mudancas dos custos ocorridas na iteracao-teste indicam a existéncia
de um circuito negativo no grafo, o que implica em alteragbes dos custos que jamais
irdo acabar, impossibilitando a determinagdo do caminho minimo e,

consequentemente, a solugcéo do problema.
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Para ilustrar, vamos determinar o caminho minimo entre o vértice 1 e os

demais vértices do grafo D = (V, A) da Figura 66.

Figura 66 — Problema Envolvendo Grafo com Ciclo Negativo (Bellman Ford)

- N

[— o
\....f'de

Fonte: Autor

Na execucao do algoritmo, apds cada iteracdo, as variaveis d[v] e TT[v]

assumirdo os seguintes valores:

12 lteracéo 22 lteracao 32 lteracao
\% 1 2 314 \ 1 2 314 \ 1 2 3 4
d|[-1]2 |58 d |21 ]4]|7 d |-3/]0]3 |6
m | 3 1 2 1 m | 3 1 2 1 m | 3 1 2 1

Quando da execucdo da iteracdo-teste, a variavel Ciclo_negativo
assumira o valor “verdadeiro”, indicando que o grafo possui ciclo negativo, néo
havendo, portanto, solu¢do para o problema. A sequéncia 1 — 2 — 3 — 1, de custo

total igual a -1, representa o ciclo negativo do grafo.

Observe que, caso houvesse solucéo, esta se daria ao término da terceira
iteragdo. Assim, o custo total do caminho minimo entre os vértices 1 e 4 seria igual a
6. Todavia, o passeio1 -2-3-1-2-3-1-2-3-1-2-3-1-4tem custo
total igual a 4, inferior a 6. Aqui repetiu-se a sequéncia 1 — 2 — 3 — 1 quatro vezes.
Repetindo a sequéncia um numero maior de vezes e adicionando o vértice 4 a
sequéncia, o0 custo total sempre diminuira, indicando a falta de solugdo para o

problema.

Como bem ressaltado por Moreno & Ramirez (2011), o Algoritmo de

Bellman-Ford também pode ser utilizado para resolver problemas de caminho
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minimo em grafos com arcos néo-negativos, todavia deve ser evitada a sua
utilizacdo, uma vez que é executado em um tempo maior que o Algoritmo de

Dijkstra, tornado-se menos eficiente que este.

Isto ocorre porque o tempo de execucdo do Algoritmo de Dijkstra tem
ordem de complexidade!! O(n2); enquanto o tempo de execucdo do Algoritmo de
Bellman-Ford, complexidade O(nm), onde n e m representam, respectivamente, a
ordem e o tamanho do grafo. Em um grafo conexo, ndo definido como arvore, onde
m = n, tem-se que nm = n2 logo O(nm) = O(n?). Portanto, como regra geral, o

Algoritmo de Dijkstra é mais eficiente que o Algoritmo de Bellman-Ford.

11 Complexidade de tempo: medida que expressa a eficiéncia em termos de tempo de execucdo. Na
analise de algoritmos verifica-se 0 niumero de operacBes consideradas relevantes que foram
realizadas pelo algoritmo. Em seguida, expressa-se esse nimero como uma funcéo de n, sendo n
um parametro que caracteriza o tamanho da entrada do algoritmo (NOGUEIRA JUNIOR, 2017).
Quanto maior n maior sera O(n).
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4. ATIVIDADES PROPOSTAS

Um dos objetivos norteadores do ensino médio introduzidos pelo artigo 35
da Lei n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996, conhecida como a Lei de Diretrizes e
Bases da Educacdo Nacional (LDB), € “a compreensédo dos fundamentos cientifico-
tecnologicos dos processos produtivos, relacionando a teoria com a préatica, no

ensino de cada disciplina”.

Segundo Teixeira et al. (2017), ao trazer ao aluno o conteddo do seu
mundo real, o seu interesse é despertado naquilo que se esta estudando, fazendo
com que o relacionamento entre teoria e pratica se traduza em uma aprendizagem

significativa para o aluno.

Pretende-se, com 0s exercicios propostos, atingir este objetivo, fazendo
com que, ao final do processo de resolucao dos exercicios, os alunos dominem os
conceitos basicos tanto da linguagem de programacao Pascal como da Teoria dos
Grafos, em especial, dos algoritmos voltados para resolucdo dos problemas

envolvendo caminhos minimos.

Devido as politicas de inclusdo digital, acredita-se que os alunos terao
acesso a computadores, notebooks ou tablets para a realizagdo das tarefas, uma
vez que precisardo trabalhar com Programas em Pascal. Como a linguagem esta
disponivel para uso, também, em smartphones, acredita-se que os alunos, em ultima
instancia, poderdo fazer uso do préprio aparelho, através de uma autorizacdo prévia
dos professores ou da dire¢do da escola, nos estados da federa¢cdo em que o uso €
proibido.

Informacdes sobre a instalagdo e uso do software livre Pascal podem ser
obtidos no Apéndice C.
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4.1. CALCULO DA MEDIA PONDERADA

Pretende-se que o aluno compreenda a nocao de algoritmo, linguagem de

programacao e programa, em especial o Pascal, identificando a similaridade nas

formas de estruturacdo do programa em Pascal (Figura 67.a) e do seu algoritmo

(Figura 67.b). Deve-se abordar os conceitos elementares de fluxo de execucéo do

programa, comandos de interagcdo com o usuario (entrada e saida de dados),

comandos de atribuicdo e uso de expressdes que permitam a realizacao de célculos

aritméticos e logicos, comandos de manipulacdo de dados da memoria com 0 uso

de variaveis e estruturas de repeticdo de comandos e de desvio do fluxo do

programa.

QD
Na?
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Figura 67 — Algoritmo e Programa em Pascal para Calculo da Média Ponderada

Program Media_Disciplina;
var

i, n: integer;

nota, peso, soma, media: real,

begin

writeln ('Este programa calcula a media
das notas de um aluno numa
disciplina.’);

writeln ('O aluno sera aprovado na
disciplina se a sua media nao
for inferior a 5,00');

writeln;

soma = 0;

write ('Informe a quantidade de

readin (n);
writeln;

fori:=1tondo
begin
write (‘'Entre com a nota da ', i, 'a.
avaliacao: ");
readln (nota);
write ('Entre com o peso da ', i, 'a.
avaliacao: ");
readln (peso);
soma := soma + nota * peso;
writeln;
end;

media ;= soma/ n;

if media >= 5 then
writeln ('O aluno foi APROVADO com

avaliacoes submetidas ao aluno: ");

b)

OO ~NN~NOOUDWNBE

Algoritmo Media_Disciplina;
variaveis

i, n: inteiro;
nota, peso, soma, media: real;

inicio

escreva (“Este programa calcula a media
das notas de um aluno numa
disciplina.”);

escreva (“O aluno sera aprovado na
disciplina se a sua media nao for
inferior a 5,00%);

escreva (“ %),

soma = 0;

escreva (“Informe a quantidade de

avaliacoes submetidas ao aluno: *);
leia (n);
escreva (“%);

Para i=1 a n faca
escreva (“Entre com a nota da “, i, “a.
avaliacao: “);
leia (nota);
escreva (“Entre com o peso da * i, “a.
avaliacao: );
leia (peso);
soma = soma + nota * peso;
escreva (“ );
fim para;

media = soma/ n;
se media >= 5 entdo

escreva (“O aluno foi APROVADO com
media igual a “ media)



28 media igual a ', media:6:2) 28 senédo

29 else 29 escreva (“O aluno foi REPROVADO,
30 writeln ('O aluno foi REPROVADO, 29 uma vez que teve media igual
30 uma vez que teve media igual 29 a “ media);

30 a ', media:6:2); 30 fim se;

31 | end. 31 ] fim.

Fonte: Autor

O programa calcula a média das notas ponderadas pelos seus pesos
obtidas pelo aluno numa disciplina. No final do ano-calendario, caso o aluno tenha
obtido uma média néo inferior a 5,00, ele ser4 aprovado naquela disciplina; caso

contrario, reprovado.
Problema proposto:

Em uma turma de Matemética do 1° ano do ensino médio 5 alunos
ficaram de recuperacdo. Durante o ano letivo, eles realizaram 8 avaliagdes: duas
provas de peso 2, quatro testes de peso 1, um trabalho de peso 1 e a prova de
recuperagdo de peso 1. A média final do aluno sera calculada com base nessas 8
avaliacdes. Caso o aluno tenha média nao inferior a 5,00, ele ser aprovado na
matéria; caso contrario, reprovado. As notas obtidas pelos alunos constam no
Quadro 7:

Quadro 7 — Avaliacdes dos Alunos

Teste 1 | Teste2 | Proval | Teste3 | Prova4 | Trabalho 1 Prova 2 PO de~
Recuperacao
ANA 5 4 3 5 4 7 6 10
CARLOS 6 5 5 5 3 6 3 6
LUCAS 4 5 4 4 5 6 5 9
MARIA 4 5 4 5 4 5 5 7
PAULO 7 6 5 4 3 5 4 9

Fonte: Autor

Propbe-se dividir a turma em grupo de 4 alunos, ficando cada grupo
responsavel por responder as perguntas sobre um determinado aluno constante do
Quadro 7. Os grupos analisarédo o codigo do programa Program Media_Disciplina

e do respectivo algoritmo e responderao:

1- Qual a quantidade de avaliacbes submetidas ao aluno e qual a variavel do

programa gque a armazena?
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Os alunos foram submetidos a 8 avaliacbes entre provas, testes e
trabalho. No programa Program Media Disciplina, a variavel n, do tipo inteira,

armazena o valor da quantidade de avalia¢des digitada pelo usuéario do programa.

2- Para cada iteracdo e apos a insercdo de cada uma das notas obtidas pelo aluno
e do peso da avaliagdo, quais foram os valores armazenados nas variaveis

soma e peso_tot?

Os valores das variaveis soma e peso_tot a cada iteracdo do programa

constam no Quadro 8:

Quadro 8 — Valores Armazenados em Variaveis do Programa

Aluno |[Vvaridveis| i=1[i=2]i=3]i=4]i=5]i=6]i=7]i=8
ANA soma 5 9 15 20 24 31 43 53
peso_tot 1 2 4 5 6 7 9 10

soma 6 11 21 26 29 35 41 47

CARLOS peso_tot 1 2 4 5 6 7 9 10
soma 4 9 17 21 26 32 42 51

LUCAS peso_tot 1 2 4 5 6 7 9 10
soma 4 9 17 22 26 31 41 48

MARIA peso_tot 1 2 4 5 6 7 9 10
soma 7 13 23 27 30 35 43 52

PAULO peso_tot 1 2 4 5 6 7 9 10

Fonte: Autor

3- Qual foi a média obtida pelo aluno?
A média dos alunos séo as seguintes (Quadro 9):

Quadro 9 — Média dos Alunos

ANA CARLOS LUCAS MARIA PAULO
Média 53 4,7 51 4,8 52

Fonte: Autor

4- O aluno foi aprovado ou reprovado em Matematica?

Os alunos Ana, Lucas e Paulo foram aprovados, pois a média de suas
avaliacdes em Matematica foi superior a 5,00. Carlos e Maria foram reprovados, uma

vez que a média de suas avaliacdes na disciplina foi inferior a 5,00.
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4.2. CALCULO DAS MEDIAS QUADRATICA, ARITMETICA, GEOMETRICA E
HARMONICA

Pretende-se, através do programa ilustrado na Figura 68, que o aluno
compreenda as nocbes de subprogramas ou sub-rotinas. Serdo mostradas aos
alunos as estruturas de uma funcao e de um procedimento, indicando a similaridade
com a estrutura de um programa. O professor devera abordar a finalidade do uso de

cada tipo de subprograma, definir o que séo variaveis locais e globais, esclarecer

7z

como um subprograma € chamado pelo programa principal ou por outro

subprograma e como ocorre a passagem dos parametros.

Figura 68 — Algoritmo e Programa em Pascal para Calculo de Médias

1 | Program Media; 1 ] Algoritmo Media;
2 | var 2 | variaveis
3 n: integer; 3 n: inteiro;
4 numero, mg, ma, mg, mh: real; 4 numero, mg, ma, mg, mh: real;
5 soma_arit, prod_geom, soma_harm, 5 soma_arit, prod_geom, soma_harm,
5 soma_quad: real; 5 soma_quad: real;
6 6
7 | procedure media_aritm (num: real; 7 | procedimento media_aritm (num: real,
7 var soma_arit: real); 7 variavel soma_arit: real);
8 | begin 8 ] inicio
9 soma_arit := soma_arit + num; 9 soma_arit = soma_arit + num;
10 | end; 10 | fim;
11 11
12 | procedure media_geomet (num: real; 12 | procedimento media_geomet (num: real;
12 var prod_geom: real); 12 variavel prod_geom: real);
13 | begin 13 | inicio
14 prod_geom := prod_geom * hum; 14 prod_geom = prod_geom * hum;
15 | end; 15 | fim;
16 16
17 | procedure media_harmon (num: real; 17 | procedimento media_harmon (num: real,
17 var soma_harm: real); 17 variavel soma_harm: real);
18 | begin 18 | inicio
19 soma_harm := soma_harm+(1/num); 19 soma_harm = soma_harm+(1/num);
20 | end; 20 | fim;
21 21
22 | procedure media_quadrat (num: real; 22 | procedimento media_quadrat (num: real;
22 var soma_quad: real); 22 variavel soma_quad: real);
23 | begin 23 | inicio
24 | I/ sqr (x) retorna o quadrado de um 24 soma_quad = soma_quad + num * num;
24 | namero racional x. 25 | fim;
25 soma_quad := soma_quad + sqr (hum); 26
26 | end; 27 | inicio
27 28 n=0;
28 | begin 29 soma_arit = 0;
29 n:=0; 30 prod_geom = 1;
30 soma_arit := 0; 31 soma_harm = 0;
31 prod_geom :=1; 32 soma_quad = 0;
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32 soma_harm :=0; 33 escreva (“Digite os numeros para o calculo
33 soma_quad = 0; 33 das medias”);

34 writeln (‘Digite os numeros para o 34 escreva (“Numero: “);

34 calculo das medias'); 35 leia (numero);

35 write ('Numero: "); 36

36 readln (numero); 37 enquanto numero > 0 faca

37 38 n=n+1;

38 while numero > 0 do 39 media_aritm (numero, soma_arit);

39 begin 40 media_geomet (numero, prod_geom);
40 n:=n+1, 41 media_harmon (numero, soma_harm);
41 media_aritm (numero, soma_arit); 42 media_quadrat (numero, soma_quad);
42 media_geomet (numero, 43 escreva (“Numero: “);

42 prod_geom); 44 leia (numero);

43 media_harmon (numero, 45 fim enquanto;

43 soma_harm); 46

44 media_quadrat (hnumero, 47 /l a” b equivale a elevado a b

44 soma_quad); 48 mq = (soma_quad/n) * (1/2);

45 write (‘'Numero: ); 49 ma = soma_arit/n;

46 readin (numero); 50 mg = (prod_geom) " (1/n);

a7 end; 51 mh = n/soma_harm,;

48 52

49 | // sgrt (x retorna a raiz quadrada do 53 | escreva (“Media quadratica: “, mq);

49 | namero racional x. 54 | escreva (“Media aritmetica: “, ma);

50 | // exp (In (x)/n) retorna a raiz n-ésima de 55 | escreva (“Media geometrica: “, mg);

50 | x. 56 | escreva (“Media harmonica: “,mh;

51 mq := sgrt (soma_quad/n); 57 | fim.

52 ma := soma_arit/n;

53 mg := exp (In (prod_geom)/n):

54 mh := n/soma_harm,;

55

56 | // cada nimero a ser impresso ocupara

56 | um espaco de 10 caracteres e tera 2

56 | casas decimais.

57

58 writeln ('Media quadratica: ', mq:10:2);

59 writeln (‘Media aritmetica: ', ma:10:2);

60 writeln (‘Media geometrica: ', mg:10:2);

61 writeln (‘Media harmonica: ', mh:10:2);

62 | end.

Fonte: Autor
Problema proposto:

Calcular as médias aritmética, geométrica, harménica e quadratica entre
0S seguintes numeros:

a)l,3eb6

b) 2,2 4e16

©)1,1,2,3,5

d) 10 e 10

e)6,6,6e6
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f3,3e3

Propbe-se dividir a turma em grupo de 4 alunos. Cada grupo devera
resolver uma das questdes relacionadas aos itens de “a” a “c” e uma das questdes
relacionadas aos itens de “d” a “f". Deve-se ressaltar aos grupos que o encerramento
do programa dar-se-a pela digitacdo de um numero menor ou igual a zero. Os
grupos analisardo o codigo do programa Program Media_Disciplina e do
respectivo algoritmo e responderdo as perguntas propostas. Com base nos
resultados apresentados pelos grupos, os quais deverdo ser expostos no quadro
negro, deve-se solicitar aos alunos que comparem os valores das médias de cada
sequéncia e informem a conclusdo a que chegaram sobre a relacdo entre as

médias.

1- Quais os valores das variaveis n, soma_arit, prod_geom, soma_harm e
soma_quad a cada chamada dos procedimentos media_aritm, media_geomet,
media_harmon e media_quadrat no intervalo entre a leitura do primeiro e do

altimo nimero inteiro da sequéncia?
Os valores das variaveis constam no Quadro 10.

Quadro 10 — Valores Armazenados em Variaveis do Programa

item a) item b)

Variaveis Valores Variaveis Valores
num 1 3 6 num 2 2 4 16
n ol 1 2 3 n 0 1 2 3 4
soma_arit 0| 1,00 | 4,00 | 10,00 soma_arit 0| 2,00 | 400 | 8,00| 24,00
prod_geom 1| 1,00 | 3,00 | 18,00 prod_geom 1| 2,00 | 4,00 | 16,00 | 256,00
soma_harm 0O 100| 1,33| 1,50 soma_harm 0| 050 | 1,00 | 1,25 1,31
soma_quad 0| 1,00 | 10,00| 46,00 soma_quad 0| 4,00 | 8,00 | 24,00| 280,00
item c) item d)

Variaveis Valores Variaveis Valores
num 1 1 2 3 5 num 10 10
n 0| 1 2 3 4 5 n 0 1 2
soma_arit 0| 1,00 | 2,00 4,00 7,00 | 12,00 soma_arit 0| 10,00 20,00
prod_geom 1(1,00| 1,00 | 2,00 | 6,00 | 30,00 prod_geom 1| 10,00 | 100,00
soma_harm 0| 1,00| 2,00 | 250 | 2,83| 3,03 soma_harm 0 0,10 0,20
soma_quad 0| 1,00 2,00 | 6,00 | 15,00 40,00 soma_quad 0| 100,00 | 200,00
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item e) Item f)

Variaveis Valores Variaveis Valores
num 5 5 5 5 num 3 3 3
n 0 1 2 3 4 n 0 1 2 3
soma_arit 0| 5,00 | 10,00 | 15,00 | 20,00 soma_arit 0| 3,00 | 6,00| 9,00
prod_geom 1| 5,00 | 25,00 | 125,00 | 625,00 | | prod_geom 1| 3,00 | 9,00 | 27,00
soma_harm 0| 0,20 | 0,40 0,60 0,80 soma_harm 0| 0,33 | 0,67 | 1,00
soma_quad 0| 25,00 | 50,00 75,00 | 100,00 | |soma_quad 0| 9,00 | 18,00 | 27,00

Fonte: Autor

2- Quais os valores das médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica

impressos nha tela do monitor?
Os valores das médias constam no Quadro 11:

Quadro 11 — Médias Calculadas pelo Programa

Médias item | item | item | item | item | item
a) b) c) d) e) f)
Média Quadratica 3,92| 8,37| 2,83| 10,00| 5,00| 3,00
Media Aritmética 3,33| 6,00 2,40| 10,00 5,00| 3,00
Média Geométrica 262| 4,00 1,97| 10,00| 5,00| 3,00
Média Harmonica 2,00 3,05| 1,65| 10,00| 5,00| 3,00

Fonte: Autor
3- Qual arelagdo entre as médias aritmética, geométrica, harménica e quadratica?
Ao comparar as médias, deve-se concluir que:

Se X1, X2, ..., Xn Sa0 numeros positivos e Mg, Ma, Mc e Mn séo,
respectivamente, suas médias quadratica, aritmética, geométrica e harmédnica,
entdo Mq = Ma = M = Mu. Além disso, as médias sdo iguais se, e somente se, X1 =

X2 =X3=...=Xn.
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4.3. ORGANIZACAO E LOCALIZACAO DE UM NUMERO EM UMA LISTA

Pretende-se que o aluno compreenda as nocfes de vetor, a motivacao
para 0 seu uso e sua sintaxe. Para tal, utilizar-se-a o programa Program lista para a
recepcdo de n nameros inteiros a serem digitados pelos usuarios (Figura 69). Ele
armazena 0s numeros numa unica variavel do tipo vetor. Em seguida, a procedure
ordem_inversa serd chamada e o0s numeros armazenados no vetor serao
impressos na tela do monitor na ordem inversa de sua entrada. Apos, 0 programa
chamara a procedure ordem_crescente que ordenara 0s numeros em ordem
crescente, alterando a sua posi¢ao no vetor (parametro passado por referéncia) e 0s
imprimindo na tela do monitor. Por fim, o programa procurard na lista um nimero a
ser digitado pelo usuéario. Caso o localize, sera impressa na tela do monitor a
posicdo deste numero no vetor; caso contrario, sera impressa na tela do monitor a

nao localizacdo do numero na lista.

Figura 69 — Programa para Organizar uma Lista de NUumeros e Localizar um
NUumero em uma Lista

Program lista;
type

vetor = array [1..1000] of integer;
var

i, n, num: integer;

vet: vetor;

procedure ordem_inversa (vetl: vetor);

var

10 | k:integer;

11 | begin

12 | write ('Segue a lista na ordem inversa de sua entrada: ');
13| for k :=ndownto 1 do

14 write (vetl[k], "' 9;

151 writeln;

16 | end;

©CoOoO~NOOUR,WNE

18 | procedure ordem_crescente (var vet2: vetor);
19 | var

20 | j, k, aux: integer;

21 | begin

22| forj:=1tondo

23 fork:=j+1tondo

24 if vet2[j] > vet2[k] then

25 begin

26 aux := vet2[j];
27 vet2[j] := vet2[K];
28 vet2[k] := aux;
29 end;
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30 | write ('Lista ordenada: ‘);
31| forj:=1tondo

32 write (vet[j], ' );

33| end;

34
35 | procedure procura (hum: integer; vet3: vetor);
36 | var

37 | k:integer;

38 | nao_localizado: boolean;

39 | begin

40 | nao_localizado := true;

41| forki=1tondo

42 if vet3[k] = num then

43 begin

44 nao_localizado := false;

45 writeln (‘O numero ', num, ' foi localizado. Esta na posicao ', k, ' da lista ordenada.");
46 end;

47 | if nao_localizado then

48 writeln ('O numero ', num, ' nao foi localizado na lista.");
49 | end,;

50
51 | begin

52 | write ('Informe a quantidade de numeros inteiros a serem digitados: ');
531 readin (n);

541 fori:=1tondo

55| begin

56 write (‘Digite 0 ', i, ". numero: ");

57 readin (num);

58 vet[i] ;= num;

59| end;

60 | ordem_inversa (vet);

61 | ordem_crescente (vet);

62 | writeln;

63 | write ('Digite 0 numero a ser localizado: ');

64 | readin (num);

65 | procura (num, vet);

66 | end.

Fonte: Autor
Problema proposto:

O professor devera dividir a turma em grupo de 4 alunos. Cada grupo
devera analisar o cédigo do programa Program lista e responder as seguintes

guestdes:

1- Quais os valores assumidos pela varidvel indexada vet apos a insercéo de cinco

ndmeros inteiros, nesta ordem: 6, 3, 8, 2 e 5?

Os valores assumidos pela variavel sdo (Quadro 12):
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Quadro 12 — Valores assumidos pela variavel vet

Variavel

vet[1]

vet[2]

vet[3]

vet[4]

vet[5]

Valores

6

3

8

2

5

Fonte: Autor

2- Qual a sequéncia de valores impressos quando da execucdo da procedure

ordem_inversa?
Sequéncia: 5 2 8 3 6

3- Apbés a execucao da procedure ordem_inversa, os valores armazenados na

variavel indexada vet foram alterados? Por qué?

N&o, uma vez que se trata de parametro passado por valor (ndo leva a
palavra var antes da lista de parametros), ou seja, o parametro passado por valor
recebeu uma cépia do valor da variavel usada como argumento na chamada do
subprograma. Qualquer manipulagcdo do parédmetro ndo modificara o valor da

variavel usada como argumento.

4- Quais sdo os valores assumidos pelas variaveis aux, vet2[j] e vet2[k] a cada

variacdo ou iteracdo de |j e k quando da execucdo da procedure

ordem_crescente?
Os valores assumidos pela variavel sao (Quadro 13):

Quadro 13 — Valores assumidos por variaveis

i ]k vet2[1] | vet2[2] | vet2[3] | vet2[4] | vet2[5]
Antes das iteracfes 6 3 8 2 5
1 2 3 6 8 2 5
1 3 3 6 8 2 5
1 4 2 6 8 3 5
1 5 2 6 8 3 5
2 3 2 6 8 3 5
2 4 2 3 8 6 5
2 5 2 3 8 6 5
3 4 2 3 6 8 5
3 5 2 3 5 8 6
4 5 2 3 5 6 8

Fonte: Autor
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5- Qual a sequéncia de valores impressos quando da execucdo da procedure

ordem_crescente?
Sequéncia: 2 3 5 6 8

6- ApOs a execucdo da procedure ordem_crescente, os valores armazenados na

variavel indexada vet foram alterados? Por qué?

Sim. Trata-se de parametro passado por referéncia (leva a palavra var
antes da lista de parametros), ou seja, quando o subprograma é chamado, é
passado para ele uma referéncia da variavel, sendo possivel alterar o contetdo da

variavel original usando-se esta referéncia, o que ocorreu. Assim vet[i] = vet2]i].

7- Ao executar a procedure procura, para verificar se 0 nimero 5 faz parte de um
dos valores assumidos pela variavel indexada vet, qual a mensagem que

aparecera na tela do monitor?

O numero 5 foi localizado. Esta na posicao 3 da lista ordenada.
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4.4. INSERCAO DE ELEMENTOS EM UMA MATRIZ

Pretende-se que o aluno compreenda as noc¢des de matriz, a motivacao
para 0 seu uso e sua sintaxe. Para tal, utilizar-se-a o programa em Pascal Program
matriz_simetrica para a construcdo de uma matriz simétrica (Figura 70). Como a
matriz simétrica € uma matriz quadrada A de ordem n, que satisfaz At = A, ou seja,
0s elementos aj sao iguais aos elementos aj, 0s alunos construirdo a matriz A

inserindo elementos aijj, tais que i <j.

Figura 70 — Programa para Inserir Elementos em uma Matriz

1 | program matriz_simetrica,
2 | type
3 matriz = array [1..50, 1.. 50] of real;
4 | var
5 mat: matriz;
6 i, j, n: integer;
7
8 | begin
9 write ('Ordem da matriz: ");
10 readin (n);
11 writeln ('Informe os valores dos elementos da matriz');
12
13 fori:=1tondo
14 forj;=itondo
15 begin
16 write (a', i, ), '=");
17 readin (mat[i,j]);
18 mat[j,i] := mat[i,j];
19 end;
20
21 writeln (‘Matriz A:Y);
22
23 fori:=1tondo
24 begin
25 forj;=1tondo
26 write (mat]i,j]:8:2);
27 writeln;
28 end;
29
30 | end.

Fonte: Autor
Problema proposto:

O professor devera dividir a turma em grupo de 4 alunos. Cada grupo
devera analisar o cédigo do programa Program matriz_simetrica e utiliza-lo para

criar a matriz A simétrica de ordem 4, inserindo os seguintes elementos na matriz:
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ann=2,ai2=-3,aiz3=5,au=1,a2=-1,a3=0,a24=0,a33=1,ass =6 e ass = -2.

Cada grupo devera responder as seguintes questdes:

1-

Quando da execucao das instrucdes de linhas de 13 a 19, o0 que sera impresso

na tela do monitor quandoi=3 e =47
Sera impresso a34 =.

Qual numero devera ser informado em seguida pelo usuario do programa?
Devera ser informado como entrada de dados o numero 6.

Em seguida, qual o valor sera atribuido ao elemento da matriz? Que elemento é

esse”?
Serd atribuido o valor 6 ao elemento a43.

Inserindo-se os comandos de linhas 30 a 33 em substituicio ao comando de
linha 30 do programa program matriz_simetrica, a matriz continuaria sendo
simétrica? Como seria representada a nova matriz?

30 fori:=1tondo

31 mat[i,i] = 1;

32
33 ] end.

Sim, pois somente os elementos da diagonal principal seriam alterados.

Representacdo da matriz:

1,00 -3,00 5,00 1,00
A= -3,00 1,00 0,00 0,00
5,00 0,00 1,00 6,00
1,00 0,00 6,00 1,00
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4.5. CRIACAO E MANIPULACAO DE CONJUNTOS

Pretende-se que o aluno compreenda as nocdes de registros, a
motivacao para 0 seu uso e sua sintaxe. Para tal, utilizar-se-a o programa em Pascal
Program conjunto ilustrado na Figura 8, complementado com o codigo do
programa ilustrado na Figura 71. Cabera ao professor mostrar a l6gica do programa
descrita no topico 6 do capitulo 1.

Figura 71 — Programa para Criacdo e Manipulagéo de Conjuntos

1 | Program Conjunto;

2 | /Il area de declarag¢des (Figura 8)
78
79 | begin
80 inicializar_conjunto (c);

81 writeln ("Apos a criacao de um conjunto');

82 writeln('Conjunto e vazio? ', conjunto_vazio (c), ' ', 'Cardinalidade: ', c.tam);
83 writeln;

84
85 writeln ('Insira n elementos no conjunto: ');
86 write (‘Quantidade a ser inserida: ');

87 readin (n);

88

89 forj:=1tondo

90 begin

91 write (j,". elemento:');

92 readin (elemento);

93 inserir_no_conjunto (elemento, c);
94 end;

95

96 writeln (‘'Elementos do conjunto: ");
97

98 forj:=1toc.tamdo
99 write (c.v[j], ' ");

100

101 writeln;

102 writeln(‘Cardinalidade: ', c.tam);
103 writeln;

104

105 writeln ('Insira um elemento que ja exista no conjunto: ‘);
106 readin (elemento);

107 inserir_no_conjunto (elemento, c);

108 writeIn(‘Cardinalidade: ', c.tam);

109 writeln;

110

111 if pertence (elemento, c) then

112 writeln (‘A cardinalidade nao alterou, pois o elemento pertente ao conjunto’)
113 else

114 writeln (‘A cardinalidade ndo alterou, pois o elemento nao pertente ao conjunto’);
115

116 writeln;

117

118 writeln (‘Retire um elemento do conjunto’);
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119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

write (‘'Elemento: ");

readin (elemento);

remover_do_conjunto (elemento, c);

writeln (‘Elementos do conjunto apos retirada do elemento *, elemento, *: );

forj:=1to c.tam do
write (c.v[j], " ");

writeln;
writeln(‘Cardinalidade: ', c.tam);

end.

Fonte: Autor

Problema proposto:

O professor devera dividir a turma em grupo de 4 alunos e, juntamente

com eles, responder as perguntas, momento em que explicard o funcionamento do

programa Program conjunto.

Para resolver as questdes a seguir, utilize o programa Program conjunto.

1-

Apés a execucdo da procedure inicializar_conjunto é criado o conjunto C.
Qual é a classificacao e cardinalidade deste conjunto [execucdo das instrucbes
de linhas 80 a 82 do programa principal]?

Conjunto vazio, de cardinalidade igual a zero.

Qual a ordem dos elementos do conjunto e a sua cardinalidade ap6s a insercao
de 6 elementos de sequéncia 1, 4, 7, 10, 2, 9 [execucao das instrucdes de linhas
85 a 102 do programa principal]?

Ordem: 1 2 4 7 9 10.
Cardinalidade: 6

3- Apoés digitar o numero 7 como elemento a ser inserido no conjunto, a

cardinalidade do conjunto sera alterada [execucédo das instrugdes de linhas 105

a 114 do programa principal]? Por qué?

N&o. O programa verifica se um elemento pertence ao conjunto. Caso

pertenca, ele ndo € inserido novamente no conjunto, ndo alterando, assim, a sua

cardinalidade.
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4- Apos digitar o numero 2 como elemento a ser removido do conjunto, qual a nova
ordem dos elementos do conjunto e a sua cardinalidade? [execucdo das

instrucdes de linhas 118 a 128 do programa principal]?

Caso o elemento pertenca ao conjunto, ele podera ser removido de I4.
Neste caso, 0 programa reordenard seus elementos e diminuira de uma unidade a

cardinalidade do conjunto. Logo:

Ordem: 1 4 7 9 10.
Cardinalidade: 5
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4.6. BASICO DA TEORIA DOS GRAFOS

O professor devera apresentar um breve histérico sobre a origem da
Teoria dos Grafos e sua importancia atual. Em seguida, serdo apresentados 0s

conceitos basicos da teoria e exercicios para a sua fixacao.
Problemas propostos:

1- Seja o grafo G = (V, E) da Figura 72. Os vértices e arestas do grafo representam,

respectivamente, os alunos de um curso de espanhol e a relagdo de amizade

entre eles.
Figura 72 — Grafo G = (V, E)
S @ ©
N N
@
Fonte: Autor
Responda:

a) Qual a ordem e o tamanho do grafo?

A ordem (n) de um grafo € o niumero de vértices que ele possui, enquanto

o tamanho (m) é o seu numero de arestas ou arcos. Assim, tem-sen=7 e m = 6.

b) Quem tem o maior nimero de amigos? O que representa este niumero na Teoria

dos Grafos?

O vértice rotulado como CARLA tem o maior nimero de ligacdes ou de
vértices adjacentes. Como as ligactes representam relagbes de amizade entre duas

pessoas, logo Carla possui 0 maior nimero de amigos, que é igual a 4. Este nimero
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representa o grau do vértice, correspondendo ao numero de vizinhos ou de vértices

adjacentes que ele possui.
c) O que representaria a aresta no grafo complementar G? Qual o seu tamanho?

Dado um grafo G, o grafo complementar G é um grafo que contém as
ligacbes (arestas ou arcos) que néo estdo no grafo G em relagdo a um universo
dado. Se as ligacdes em G representam as relacdes de amizade entre dois alunos, a
sua falta representa a auséncia dessas relagfes. Esta auséncia em G estara

representada em G por uma aresta ligando dois de seus vértices.

Esse universo, em grafos ndo orientados, como o da Figura 72, é o
conjunto de todas as arestas possiveis em um grafo G1 de mesma ordem que G,
chamado de grafo completo. Sendo n a ordem de G, entdo o conjunto de arestas do
grafo completo G1 seré:

n.(in—1)

cg =120

Se o tamanho de G é m, entdo G tera o tamanho m; = C — m. Logo:

n.(n—l)_m

m1= 2

Entéo: m; = 77'6—6= 15

2- Considere a matriz de valores A de um grafo, que possui 6 vértices rotulados por
ndameros que variam de 1 a 6. O valor do elemento aj da matriz, onde i e j
representam os veértices do grafo, é igual ao custo da aresta ou arco w (i, j).

Assim, de acordo com a figura, o custo w (3, 4) € igual a 400.
12 3 4 5 6
0 200 100 O 0 0

A=Y

21150 0 2560 0O O O
0 400 500 O
0O 0 0 100

600 0 O O

o O O o

0O O 500 O
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Faca o que se pede:
a) O grafo é orientado ou néo orientado? Por que motivo?

As matrizes de valores e a de adjacéncia de um grafo ndo orientado,
diferentemente de um grafo orientado, sdo matrizes simétricas. Como a matriz de
valores A ndo corresponde a uma matriz simétrica, esta matriz representa um grafo

orientado.
b) Represente o grafo em um diagrama.

Os elementos aij de uma matriz de valores, que representa um grafo
orientado, assumirdo o custo dos arcos que ligam os vértices i ao j, na direcao de i

para j. Ndo havendo ligacdo entre os vértices i e |, aij assumira o valor igual a zero.

Os elementos da matriz diferentes de zero sao ai2, ais, az1, a3, as4, ass,
ases, ass € aes, CUjos valores representam, respectivamente, os custos dos arcos (1,
2), (1, 3),(2,1), (2, 3),(3,4),(3,5), (4,6), (5,3) e (6, 5).

Assim, a matriz de valores A pode representar o grafo D = (V, A) da

Figura 73.

Figura 73 — Grafo D = (V, A) representado pela Matriz de Valores

Fonte: Autor

c) Represente a matriz de adjacéncia do grafo.

Assim como a matriz de valores, a matriz de adjacéncia também é uma
matriz cujas linhas e colunas sdo formadas pelos n vértices do grafo, tratando-se,
portanto, de uma matriz quadrada de ordem n.
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Sendo B = [bij] a matriz de adjacéncia que representa o grafo orientado D
= (V, A), o valor de bj dependera da existéncia ou ndo de uma ligagdo entre os
vértices i e j e da orientacdo em que tais vertices estdo ligados. Por convencéo, o

elemento bjjda matriz B recebera:

e 1,6 se os veértices i e j forem adjacentes, com orientacdo de i para |
e 0, nos demais casos.
Assim, o grafo D = (V, A), que é representado pela matriz de valores

dada, é representado pela seguinte matriz de adjacéncia:

i 2 3 4 5 6

110 1 1 0 0 O
201 0 1 0 0 O
gz 30 0 0 1 1 0
40 0 0 0 0 1
550 0 1 0 0 O
660 0 0 0 1 O

d) Qual é a soma dos valores da linha 3 da matriz de adjacéncia? O que este

namero representa na Teoria dos Grafos?
L3 =b3s1+bs2+ b3z +baa+bss+bsg=0+0+0+1+1+0=2.

Este numero representa o semigrau exterior d*(3), que é o numero de

sucessores do vértice 3.

e) Qual é a soma dos valores da coluna 3 da matriz de adjacéncia? O que este

namero representa na Teoria dos Grafos?
C3=Db13+b23+b33+b43 +b53+b63=1+1+0+0+1+0=3.

Este numero representa o semigrau interior d-(3), que é o namero de

antecessores do vértice 3.
f) Qual é o grau do vértice 3?

Como o grafo é orientado, o grau de um vértice € a soma dos seus
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subgraus. Assim, o grau do vértice 3 é: d(3) = d*(3) + d(3) = 2 + 3 = 5 (soma dos

valores de Lz com Cs).

g) Qual é a relacéo entre o somatorio dos valores de todas as linhas e colunas da

matriz de adjacéncia e o tamanho do grafo representando por esta matriz?

O somatério dos valores de todas as linhas (soma dos semigraus
exteriores) e de todas as colunas (soma dos semigraus interiores) da matriz de
adjacéncia de um grafo orientado ou n&o orientado representa a soma dos graus de
todos os vértices do grafo. Esta soma € o dobro do niumero de arestas ou arcos do

grafo, ou seja, € o dobro do tamanho do grafo, conforme Teorema 1.

AssmY L+ YC=2m -94+9=2m —>m=§=9.

h) Represente a Matriz de incidéncia do grafo?

A matriz de incidéncia € uma matriz n x m formada por n linhas que
correspondem a cada um dos vértices do grafo, e por m colunas que correspondem

a cada uma das ligacdes entre os vértices.

Por convencédo, o elemento cjda matriz de incidéncia C = [Cij]nxm Sera, no

caso de grafo orientado, igual a:

e +1, quando o vértice i for de saida em relacédo ao arco j
e -1, quando o vértice i for de entrada em relac¢édo ao arco |

e 0, caso contrario aos anteriores

Assim, o grafo D = (V, A), que é representado pela matriz de valores
dada, também pode ser representado pela matriz de incidéncia:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
111 -1 1 0 0 0 0 O
2/-1 1. 0 1. 0 0 0 0 O

c- 3 0 0 -1 -1 1 1 -1 0 0
4/0 0 0 0 -1 0 0 1 O
5/0 0 0 0 0 -1 1 0 -1
6/0 0 00O 0O 0 -1 1
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)

Utilize o programa Program Representacao_de_ Grafo, ilustrado na Figura 44

para comparar as matrizes encontradas nos itens “c” e “h” com as geradas pelo

programa.

Matrizes geradas pelo programa (Figura 74):

Figura 74 — Matrizes Impressas pelo Programa

BN C:AWINDOWS\SYSTEM32\emd . exe

a8

OO R OO

1

@
®

1
[
@
1
[s¥]

RS

1
1
B om e
i

[+ ]
[+ ]
[a+]
[a+]

Fonte: Autor

3- Uma cidade possui 9 bairros, identificados pelos numeros de 1 a 9. Como a
cidade é cortada por um rio, muitas vezes o acesso a um determinado bairro dar-
se-& pelo uso de uma embarcacdo. Curiosamente, s6 ha estradas que ligam dois
bairros, quando a soma entre os numeros que identificam tais bairros é um
namero multiplo de 3. Por exemplo, existem estradas que ligam os bairros n°®s 2 e

4 (soma igual a 6) ou n°s1 e 2 (soma igual a 3).
Faca o que se pede:

a) Existe a possibilidade de vocé, motorista, sair com seu automaovel do bairro n°4 e
chegar no bairro n°6?

A situacdo descrita pode ser representada por um grafo ndo-dirigido G =
(V, E), onde V é o conjunto dos bairros da cidade e E é o conjunto das estradas que
ligam dois bairros sob determinada condicao.
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Observe que:
e Os vértices 1, 4 e 7 podem se ligar aos vértices 2, 5 e 8 e vice-versa;
e Os vértices 1, 4 e 7 ndo podem se ligar entre si;
e Os vértices 2, 5 e 8 ndo podem se ligar entre si;

e Os vértices 3, 6 e 9 se ligam entre si.
Entdo, o grafo pode estar assim representado (Figura 75):

Figura 75 — Grafo da Cidade

h .
Rt "y

Fonte: Autor

ey

.,

De acordo com o grafo, ndo existe a possibilidade de vocé, motorista, sair

com seu automovel do bairro n°4 e chegar ao bairro n° 6.

b) Caso vocé utilizasse um grafo para modelar a situagéo descrita, este grafo seria

conexo ou ndo conexo? Justifique.

Diz-se que um grafo ndo orientado G = (V, E) € conexo se existe pelo
menos um caminho entre cada par de vértices do grafo. No caso de ndo existir um
caminho que ligue pelo menos dois vértices do grafo, diz-se que o grafo é nédo

conexo. Com base na resposta do item “a”, o grafo € ndo conexo.

c) Em caso de grafo ndo conexo, onde poderia ser adicionada uma aresta para o

grafo se tornar conexo? Qual o nome especial dado a esta aresta?

Para que o grafo se torne conexo, pode-se adicionar uma aresta ligando
um dos vértices 3, 6 ou 9 a um dos demais vértices. Por exemplo, ligando o vértice 6

ao vértice 5.
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O nome desta aresta € ponte, caracterizando-se como indispensavel para

a conexao de um grafo.

d) Cite quatro percursos que um motorista poderia tomar para sair do bairro n° 1 e

chegar no bairro n° 4.

Para se chegar ao bairro n® 4 partindo do bairro n° 1, pode-se tomar os
percursos 1 -2-4,1-5-4,1-8-4,1-2-7-8-4.
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4.7. ALGORITMO DE DIJKSTRA

Inicialmente, o professor devera abordar o conceito de caminho minimo,
0S casos em que sdo aplicados, os algoritmos utilizados para determina-lo, dentre

eles o Algoritmo de Dijkstra e o de Bellman-Ford, ressaltando a diferenca entre eles.

PropbGe-se que o professor divida a turma em grupo de 4 alunos. Em
seguida apresente o problema a turma e o Algoritmo de Dijkstra, ilustrado na
Figura 46, utilizado para soluciona-lo. O professor passara a explicar genericamente
o funcionamento do algoritmo. Cabera ao grupo analisar mais profundamente o
algoritmo e encontrar a solucéo para o problema. Em seguida, o professor corrigird o
exercicio, procurando sanar as duvidas dos alunos. Por fim, apresentara o
procedimento Escreva_caminho, ilustrado na Figura 54, que escreve na tela do
monitor o caminho minimo a ser percorrido de um vértice de origem a um vértice de
destino, e o programa em Pascal desenvolvido a partir de ambos os algoritmos,

descrito no Anexo A, fazendo uma correlacéo entre os cédigos.
Problema proposto:

1- Um prestador de servicos da area de tecnologia da informacéo (TI), sempre
sendo contratado para a realizacdo de servicos altamente técnicos por empresas
localizadas em cidades do interior de um pequeno estado brasileiro, observou que
a demanda por tais servicos era alta, todavia a sua oferta era inexistente.
Técnicos de fora da cidade eram contratados de forma reiterada, o que encarecia

o valor da prestacéo de servicos.
O mapa da regido esta representado pelo grafo direcionado D = (V, A) da figura.

Figura 76 — Problema envolvendo o Algoritmo de Dijkstra

Fone: Autor
128



Cada vértice v € V do grafo representa uma cidade do interior, e cada arco a € A
representa uma via que liga as cidades, com um custo ca a ele associado
(distancia em Km entre as cidades). A direcdo dos arcos corresponde ao sentido

das vias.

O analista de TI vislumbrou uma oportunidade de negécio e resolveu se instalar
na cidade 1, proxima das demais, opcéo que se deu em face do seu baixo custo

de vida.

Supondo que vocé fosse 0 analista de Tl, que atendesse diariamente um Unico
cliente, quais percursos tomaria para chegar aos clientes localizados nas cidades

2, 3,4 e 5, percorrendo a menor distancia possivel?
Solucéo:

Todos os passos para a solucédo do problema estdo descritos no capitulo

3.1. Quando do encerramento do algoritmo, tem-se:

v 1 2|13 4 5
d 0 54|14 | 10
m| null |1 |1] 5 3

S={1,3,2,54eQ=0

A Figura 77 mostra o grafo que corresponde as menores distancias

ligando a cidade 1 as demais.

Figura 77 — Solucdo do Problema envolvendo o Algoritmo de Dijkstra

d2]=5 di4] = 14
2] = 1 4] = 5

d[1]=0
(1] = null

d[3] = 4 d[5] =10
3] =1 5] =3

Fonte: Autor
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Assim, partindo da cidade 1, tomar-se-iam 0s seguintes caminhos para se

chegar as demais cidades:

e Cidade 2 -
e Cidade 3 -
e Cidade 4 -
e Cidade5 -

caminho
caminho
caminho

caminho

(1, 2
(1, 3)

(1, 3),(3,5), (5, 4)

(1, 3),(3,5)
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distancia percorrida: 14 Km

distancia percorrida: 10 Km



4.8. ALGORITMO DE BELLMAN-FORD

Propbde-se que o professor divida a turma em grupo de 4 alunos. Em
seguida, apresente o problema a turma e o Algoritmo de Bellman-Ford, ilustrado
na Figura 57, utilizado para soluciona-lo. O professor passara a explicar
genericamente o funcionamento do algoritmo. Cabera ao grupo analisar mais
profundamente o algoritmo e encontrar a solugdo para o problema. Em seguida, o
professor corrigirA o exercicio, procurando sanar as duvidas dos alunos. Logo
depois, reapresentara o procedimento Escreva_caminho, e, por fim, apresentara o
programa em Pascal desenvolvido a partir de ambos os algoritmos, descrito no

Anexo B, fazendo uma correlacdo entre os codigos.
Problema proposto:

1- Uma empresa nacional, que trabalha com importacdo de mercadorias,
diariamente compra moeda estrangeira para liquidar as operagcdes mercantis

realizadas em diversos paises do globo terrestre.

Por exemplo, ao adquirir mercadorias do Canada liquidard a operacdo com o
dolar canadense. Caso a mercadoria seja adquirida da Inglaterra, a liquidacéo

serd feita com libras esterlinas.

A empresa possui um setor responsavel pela procura da melhor cotacdo na
liquidacao das opera¢fes. Supondo que tenha que liquidar uma operacédo de C$
1.000,00 (mil ddélares canadenses), o setor verificaria quais as opcoes
disponiveis no mercado para a conversao do real para dolar canadense, a fim de

desembolsar menos reais para liquidar a operacao.
O Quadro 14 traz a cotagdo entre as moedas.

Quadro 14 - Cotagéao entre Moedas

Moeda R$ US$ £ C$
R$ 1,0000| 0,1800| 0,1500| 0,2270
UsS$ | 5,5278| 1,0000| 0,8310| 1,2600
£ 6,6267| 1,2010| 1,0000| 1,5150
C$ |4,3800 | 0,7913| 0,6600| 1,0000

Fonte: Autor
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Dadas as moedas e as taxas de cambio, que decisdo a importadora

devera tomar?

O grafo da Figura 78 modela a situacdo, em que o0s vértices representam
as moedas (1: £, 2: US$, 3: C$ e 4: R$); e os arcos, as taxas de cAmbio. Deixou-se
de representar os lagos.

Figura 78 — Grafo Representando a Relacao entre Moedas

0,7913

4,38

0,227

0,66

1,515

1,26

Fonte: Autor

Vejamos apenas trés opcOes dentre outras para a liquidacdo da

operacao:

12 op¢do: Com R$ 1.000,00 compra-se C$ 227,00 (1.000,00 x 0,2270).
Logo a empresa precisara de R$ 4.405,29 para comprar C$ 1.000,00.

22 opcdo: Com R$ 1.000,00 compra-se US$ 180,00, que comprara C$
226,80 (1.000,00 x 0,1800 x 1,2600). Assim, a empresa precisara de R$ 4.409,17
para comprar C$ 1.000,00.

32 opg¢do: Com R$ 1.000,00 compra-se £ 150,00, que comprara C$
227,25 (1.000,00 x 0,1500 x 1,5150). Assim, a empresa precisara de R$ 4.400,44
para comprar C$ 1.000,00.
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Assim, a melhor opcdo para liquidar a operacdo de importacdo seria a

terceira.

Observe que, para calcularmos o cambio envolvendo as moedas (moeda
de origem — moeda final), multiplicamos as taxas de cambio envolvidas nas
operacoes, representadas pelos custos dos arcos. Vé-se que quanto maior a taxa de

cambio final menos reais serdo dispendidos para quitar a obrigacdo da importadora.

O exemplo dado aqui envolve apenas quatro moedas. Existem cinco

possibilidades de conversao de real para dolar canadense:

e R$XCS%
e R$IXUSSHxC$
e REXEXCS

e R$IXUS$XEXCS

e REXEXUSSEXxCS
Poderia haver outras conversdes, todavia s&o normalmente
desvantajosas, com prejuizos na operacdo, como por exemplo a conversdo R$ =>
US$ => R$ => 3, em que hda uma compra de ddlar americano e uma recompra de

reais.

Nas transacdes envolvendo seis moedas, 0 numero de permutacdes

chega a 61.

Imagine casos reais que envolvam um numero consideravel de moedas.
Ficaria impraticavel um programa processar as informacfes e encontrar uma

solucéo plausivel em um tempo razoavel.

Outra forma de encontrar a solucdo seria buscar um caminho minimo no
grafo. Todavia, a l6gica do caminho minimo € somar os custos dos arcos e ndo 0s
multiplicar. Em outras palavras, para calcularmos o caminho minimo entre um vértice
de origem (moeda em real) e os demais vértices (demais moedas) do grafo,
necessitariamos alterar os custos dos arcos, a fim de poder soma-los. E qual seria a

|6gica dessa alteragéo?
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Sabemos que dados dois numeros a e b, se a>b > 0 entéo log a > log b.
Multiplicando ambos os lados da inequacéao por (-1) teremos -log a < - log b. Assim,
se a e b representam a taxa de cambio final, a melhor opgéo de liquidacdo sera

aquela de maior cotacdo a (valor maximo) ou -log a (valor minimo).
Nessa situacao, a é o produto de diversas taxas de cambio, ou seja:
a=i*i2*... %
Entdo loga=log (i1 *i2 * ... *in)

Logo -loga=-log (i1 *i2*... *in) =-(log i1 + log i2 + ... + l0og in) = -

logi1-logiz-...-log in

Assim, quanto menor o valor de -log a, ou seja, quanto menor a soma -
log i1 - log i2 - ... - log in, menos recursos serdao dispendidos para a liquidacado da
obrigacdo. Entdo, se ponderarmos os arcos do grafo pelo valor negativo do
logaritmo da taxa de cambio, o caminho minimo de um vértice aos demais tera como

custo total a soma dos arcos envolvidos no percurso.
Vamos agora alterar o valor dos arcos do grafo da Figura 78.

O Quadro 15 traz o valor negativo do logaritmo decimal da taxa de cambio

apresentada no Quadro 14 (-log a, onde a é a taxa de cambio).

Quadro 15 - Cotacao Logaritmica entre Moedas

Moeda R$ US$ £ C$
R$ 0,0000| 0,7447 0,8239 0,6440
US$ | -0,7426 0,0000| 0,0804 | -0,1004
£ -0,8213| -0,0795 0,0000| -0,1804
C$ -0,6415| 0,1017 0,1805 0,0000

Fonte: Autor
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O grafo da Figura 79 modela a nova situagao:




Figura 79 — Problema envolvendo o Algoritmo de Belmman-Ford

Fonte: Autor

Assim, pergunta-se: Qual o menor caminho do vértice 4 ao vértice 3?

Solucéo:

Todos os passos para a solu¢do do problema estdo descritos no capitulo
3.2. Quando do encerramento do algoritmo, tem-se como solugéo o grafo da Figura

80.

Figura 80 — Solucéo do Problema Envolvendo o Algoritmo de Belmman-Ford

dig]=0
a7 Ti{d] = null

07447

10,7429 08239 |-08213

0,0795
d[3] = 0,6435

d[2] = 0,7444
w3 =1

2] = 1

00804

d[1] = 0.8239
=4

-0,1004

Fonte: Autor
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Assim, o menor caminho que leva o vértice de origem 4 ao vértice 3 sera
(4, 1), (1, 3), com custo total de 0,6435. Para calcularmos a taxa de cambio total (x)

envolvida nas operacoes, temos:

- (log x) = d[3]

Ent&o log x = - d[3]

Logo x = 107931 = 10-0.6435
Entdo x = 0,22725

Portanto, 0,22725 é a melhor cotacdo para liquidar operacdes envolvendo
o real e o ddélar canadense. Como a empresa possuia uma obrigacdo de C$
1.000,00, para liquida-la, tera que desembolsar R$ 4.400,48 [1.000,00 / 0,2275], que
corresponde a 32 opcéo descrita no enunciado do problema.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi elaborar uma proposta de ensino para as
turmas de ensino médio abordando um topico especifico da Teoria dos Grafos que
trata de caminhos minimos, dos Algoritmos de Dijkstra e Bellman-Ford utilizados
para determina-los e dos programas em Pascal a eles relacionados, uma vez que o
tema “Grafo” tem sua relevancia na solucdo dos problemas que envolvem 0 nosso
cotidiano. Inicialmente, mostrou-se tal importancia ao citar trabalhos académicos
sobre a teoria e, mais especificamente, ao abordarmos Caminhos Minimos em

Grafos.

Em seguida, mostrou-se a viabilidade de a Teoria dos Grafos, mais
especificamente caminhos minimos e seus algoritmos, serem trabalhados nos
itinerarios formativos de Matematica e suas Tecnologias. Da Mesma forma, mostrou-
se a viabilidade da linguagem de programacao Pascal poder ser ofertada pelas

escolas através dos itinerarios formativos de Matemética e suas Tecnologias.

Procurando conciliar teoria e pratica, foram propostos problemas
envolvendo o cotidiano dos alunos, para serem resolvidos em grupo, pretendendo-
se, ao final da etapa, o dominio dos conceitos basicos do Pascal e da Teoria dos
Grafos, o entendimento dos algoritmos e dos programas em pascal relativos a

caminhos minimos com o fim de aplica-los a casos praticos.

E bom ressaltar a dificuldade em encontrar em livros, aulas, trabalhos
académicos etc. um Unico exemplo pratico relacionado ao Algoritmo de Bellman-
Ford.

Espera-se, com o tema proposto, que os alunos tenham a curiosidade de
conhecer mais a Teoria dos Grafos e possam utilizar o Pascal para criar seus
proprios programas no auxilio de suas tarefas diarias, como na resolucdo dos
problemas envolvendo matemaética e fisica. Isso ja garantiria o previsto na LDB: uma

mudanc¢a comportamental do aluno na busca pelo novo.

Concluida esta etapa, pretende-se em trabalhos futuros abordar temas
ligados & Teoria dos Grafos tdo relevantes como o aqui abordado como Arvore

Geradora Minima e Problemas de Coloracdo. H4 inUmeras aplicacdes préaticas do
137



nosso cotidiano envolvendo os assuntos como o planejamento de rotas de voos por
uma companhia aérea (FRANCO, 2019) e o controle de trafego viario de uma cidade
(HERNANDES, 2007).
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APENDICE A — VERSAO EM PASCAL DO ALGORITMO DE DIJKSTRA
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56

Program Dijkstra;
uses
Crt; // A linha Uses Crt informa ao compilador que ele deve incluir a P2
biblioteca Crt no seu programa
// Vai habilitar fungdes como gotoxy e clrscr
Const
MAX = 100;

Type
matriz = array [0..MAX, 0..MAX] of real;
matrizl = array [0..MAX, 0..MAX] of integer;
vetor = array [0..MAX] of real;
vetorl = array [0..MAX] of integer;

conjunto = record

tam: integer;

vet: array [ 0..MAX+1l] of integer;
end;

var
S,Q: conjunto;
w: matriz;
mat_adj: matrizl;
d: vetor;
pai, vet adj: vetorl;
lin, col, i, j, p, t, u, v, y, resp, ordem, tam, vert: integer;
custo: real;

procedure tela inicial;

// escreve na tela do monitor informagdes sobre o programa e recomendagdes ao d
usuario
begin

Writeln d

riteln ('

writeln ('

e Dijkstra.'):
writeln;
Writeln (' a Y i ta rdem e d
writeln (' = ertice de origem
Writeln d

writeln;
end;

procedure ler grafo (var j: integer);
// procedimento para a leitura dos arcos ponderados do grafo (vértices de origem e 4
destino e custo)

// gotoxy (x, y): representa a coordenada (x, y) do cursor na tela do monitor
begin

gotoxy (4,3);

write ('Vi: ');

read (lin);
gotoxy (18, J);
write ('Vj: ');
read (col);
gotoxy (34, 3):
wrike "W [".A4if, " ".icol, ") ")
read (custo);

end;

Procedure Criar grafo ponderado;
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57

58

59

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
U
74
75
76

77
78
79
80

81
82
83
84
85
86
87
88
89
920
91
92

// Procedimento para criar o grafo ponderado. O usudrio informar& a ordem e o
tamanho do grafo. Em seguida, o procedimento chamaréa
// o procedimento ler grafo. Apés a leitura dos dados, testes serédo feitos para
verificar se o vértice de origem e/ou destino fazem parte
// do grafo, no caso as variéveis lin e col terdo que ser menores ou iguais a
ordem do grafo. Os dados serdo armazenados em uma matriz
// de valores, a qual representard o grafo ponderado
label

retorno; // permite o desvio do fluxo do programa ao ser chamado

var
k: integer;

begin

// Informagdo da ordem e do tamanho do grafo
writeln (' i n
write ('
readln (ordem);
writeln;
writeln ('
write ('
readln (tam);
Writeln

writeln;

ji=17;
writeln

for k:=1 to tam do

begin
ler grafo(j):
retorno:
if (lin > ordem) or (col > ordem) then
begin
// Constatacgdo de erro
gotoxy (4, j+3):
writeln ('Erro: O Vi o /j eh maior que a YY)
gotoxy (4, j+5):
write ('Digite "1" ps uar ou outr para rar o
programa ');
readln (resp);
if resp = 1 then
begin
gotoxy (4, j+3):;
weiteln (¥ *a1@a);
gotoxy (4, j+5):;
writeln (' ':100);
gotoxy (4, 3);
writeln (' ':100);
ler grafo(j):
resp := 0;
goto retorno;
end
else
begin
glrscry
writeln ('?Pr 2, encerrado lo usuario');
halt; // encerra o programa
end;
end;

w[lin, col] := custo;
// cria lista de adjacéncia
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115 vet_adj [lin] := vet_adj [lin] + 1;

116 mat _adj [lin, vet_adj [lin]] := col;

117

118 g = = Lp

119 end;

120

121 // solicita dado sobre o vértice de origem

122, Writeln a

123 writeln;

124 writeln (' o rotulo d de or

125 write (' Ver vy

126 readln (t);

127 Writeln d
(oo e e e e e el
S======s=s=sss=s=s=s=================");

128 ClrScr;

129 Writeln d

130

131

132 Procedure Imprimir Iteracao;

133 // Permite a impress&o dos valores atualizados de d[i] e pai[i] em cada iteracédo

134 begin

135 for i :=1 to ordem do

136 writeln (' vertice ', i,' di?, i, Tls Ydlils12:2," d

il A, "18 ", pELE )E

137 writeln;

138 writeln

139 readln;

140 writeln;

141 end;

142

143 Procedure Escrever caminho (vert: integer);

144 // O procedimento determina o caminho do vertice de origem s ao vertice de destino v

145 begin

146 if vert = t then

147 write (' i )

148 else if pai[vert] = 0

149 writeln (' Nao e trajeto e s vertices.')

150 else

151 begin

152 Escrever_caminho (pai[vert]):

153 write (' - ', vert);

154 end;

155 end;

156

157 Procedure Determinar caminho;

158 // Solicita dado do vértice de destino para imprimir o caminho até ele

159 begin

160 Writeln d

161 writeln (' de desti ) -

162 writeln (' r

163 write (' v )

164 readln (vert);

165 Escrever caminho (vert);

166 writeln;

167 Writeln d
&

168 end;
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169

170 Procedure definir predecessor inicial (ordem: integer; t:integer);
171 // Inicializagdo do Algoritmo de Dijkstra

172 var v: integer;

193

174 begin

175 for v:=1 to ordem do

176 begin

179 d[v] := 1000000;

178 pai[v] := 0;

179 end;

180 d[t] := 0;

181 end;

182

183 procedure inicializar conjunto (var c : conjunto);
184 // Cria um conjunto vazio

185 begin

186 c.tam:= 0;

187 end;

188

189 function conjunto_vazio (¢ : conjunto): boolean;
190 // Retorna true se o conjunto c eh vazio e false caso contrario
191 begin

192 conjunto _vazio:= c. tam = 0;

193 end;

194

195 function cardinalidade (c : conjunto) : integer;
196 // Retorna a cardinalidade do conjunto c

197 begin

198 cardinalidade:= c. tam;

199 end;

200

201 Procedure ordenar Q (var c: conjunto);

202 // Ordena os elementos do conjunto c de acordo com a o custo de d[v]
203 var

204 i, j: integer;

205 aux: integer;

206

207 begin

208 for i:=1 to cardinalidade (c) -1 do

209 for j:=1+i to cardinalidade (c) do

210 if d[c.vet[i]] > d[c.vet[j]] then

211 begin

212, aux := c.vet[j];

213 c.vet[j] := c.vet[i];

214 c.vet[i] := aux;

215 end;

216 end;

217

218 procedure inserir no_conjunto (x: integer ; var c : conjunto);
219 // Insere o elemento x (vértice) no conjunto c
220 var i : integer;

221

222 begin

223 i = c . tam;

224 c.vet[i+tl] := x;

225 c.tam := c . tam + 1;

226 end;

227

228 procedure remover do_conjunto (x: integer ; var c : conjunto);
229 // Remove o elemento x (vértice) do conjunto ¢
230 var i: integer;

231

232 begin

233 for i := 1 to c.tam - 1 do
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234 c.vet[ 1 ] := c.vet[ i +1];

235 c.tam := c.tam - 1;

236 end;

237

238 // Programa Principal

239 begin

240 tela_inicial;

241 Criar_grafo_ponderado;

242 definir predecessor_inicial (ordem, t);

243 inicializar_conjunto (S);

244 inicializar conjunto (Q);

245

246 for i:=1 to ordem do // insere os vértices no conjunto Q

247 inserir no_conjunto (i, Q):

248

249 Ordenar Q (Q); // ordena Q de acordo com o custo de d[v]

250

251 y:=1;

252 while not conjunto vazio (Q)do // Executa as iterag¢des engquanto Q ndo for vazio

253 begin

254 writeln (' Iteracao: ', y):

255 u := Q.vet[l]; // u recebe sempre o 1° elemento de Q

256 remover do_conjunto (Q.vet[l], Q); // remove o 1° elemento de Q

257 inserir no_conjunto (u, S); // u é inserido em S

258

259 for p:=1 to vet_adj[u] do // seleciona os vizinhos de u de acordo com a
lista de adjacéncia

260 begin

261 v := mat_adj [u, pl:

262 if d[v] > d[u] + w[u,v] then

263 begin

264 d[v] := d[u] + w[u,Vv];

265 pail[v] := u;

266 end;

267 end;

268 Ordenar Q (Q); // ordena os elementos de Q em vista da alteragdo dos custos
de d[v]

269 y:= yt+t1l;

270 Imprimir Iteracao; // imprime os valores atualizados de d[v] e pai[v] em
cada iteracgéo

271 end;

274 Determinar caminho; // imprime o caminho do vértice s de origem ao vértice de

destino v
293 end.
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APENDICE B — VERSAO EM PASCAL DO ALGORITMO DE BELLMAN-FORD

w N

W ~ o U s

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21.
22
23
24
25
26
27
28
29

30

31
32
33

34
35

36
37
38
39
40

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
22
53
54
55

56

Program Bellman Ford;
uses
Crt; // A linha Uses Crt informa ao compilador que ele deve incluir a P2
biblioteca Crt no seu programa
// Vai habilitar fungdes como gotoxy e clrscr
Const
MAX = 100;

Type
matriz = array [0..MAX, 0..MAX] of real;
vetor = array [0..MAX] of real;
vetorl = array [0..MAX] of integer;

conjunto = record

tam: integer ;

vet: array [ 0..MAX+1l] of integer ;
end;

var
ciclo _negativo: string;
w: matriz;
d: vetor;
pai: vetorl;
lin, col, i, j, k, t, resp, ordem, tam, vert: integer;
custo: real;

procedure tela inicial;
// escreve na tela do monitor informagdes sobre o programa e recomendagdes ao usuério
begin

Writeln d

writeln ('

e de Bellman=Ford.');
writeln;
Writeln (' licita a rdem e d
writeln (' = ertice d
Writeln d

writeln;
end;

procedure ler grafo (var k: integer);
// procedimento para a leitura dos arcos ponderados do grafo (vértices de origem e @
destino e custo)

// gotoxy (x, y): representa a coordenada (x, y) do cursor na tela do monitor
begin

gotoxy (4,k);

write ('Vi: '),

read (lin);
gotoxy (18, k);
write ('Vj: ');
read (col);
gotoxy (34, k);
write (*w (';:1inz ', Ticol; *)s ‘).
read (custo);
end;

Procedure Criar grafo_ponderado;

// Procedimento para criar o grafo ponderado. O usuario informaré a ordem e o d
tamanho do grafo. Em seguida, o procedimento chamaréa
// o procedimento ler grafo. Apés a leitura dos dados, testes serdo feitos para d
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verificar se o vértice de origem e/ou destino fazem parte
57 // do grafo, no caso as varidveis lin e col terdo que ser menores ou iguais a d
ordem do grafo. Os dados serdo armazenados em uma matriz
58 // de valores, a qual representard o grafo ponderado
59 label
60 retorno;
61
62 var
63 h: integer;
64
65 begin
66 // Informagd@o da ordem e do tamanho do grafo
67 writeln (' 8 te a ordem do grafo');
68 write (' OF b
69 readln (ordem);
70 writeln;
71 writeln (' t o grafo');
72 write (' tamanho: ;
73 readln (tam);
74 Writeln 4
75 writeln;
76
77 k:=17;
78 writeln (' s rotul s verti i e Vj que £ ar (Vi; G @
79
80 for h:=1 to tam do
81 begin
82 ler grafo(k);
83 retorno:
84 if (lin > ordem) or (col > ordem) then
85 begin
86 // Constatagdo de erro
87 gotoxy (4, kt3):;
88 writeln ('Erro: O valor de Vi ou Vj eh maior o [
89 gotoxy (4, kt5);
920 write ('Di =3 3 1tinuar 1 tr para e E a P3|
91 readln (resp):;
92 if resp = 1 then
93 begin
94 gotoxy (4, k+3);
95 writeln d
Gy a
")
96 gotoxy (4, k+5);
97 writeln 7|
(i 4
");
98 gotoxy (4, k);
929 writeln d
(' d
");
100 ler grafo(k);
101 goto retorno;
102 end
103 else
104 begin
105 folith Yol o)
106 writeln ('Programa e ado pel 1 Ta"ya
107 halt; // encerra o programa
108 end;
109 end;
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110
111
112
113
114
i )

116
117
118
119
120

143
144
145
146
147
148
149

160
161l
162
163

w[lin, col] := custo;
k = k+1;
end;

// solicita dado sobre o vértice de origem
Writeln

writeln;
writeln ('
write ('
readln (t);
Writeln

Clrscr;
Writeln

Procedure Escrever caminho (vert: integer);

// O procedimento determina o caminho do vertice de origem s ao vertice de destino v

begin
if vert = t then
write (' Ve 42
else if pai[vert] = 0 then
writeln (' Nao e te trajeto entre
else
begin
Escrever_caminho (pai[vert]);
write (' - ', vert);
end;
end;

Procedure Determinar caminho;

// Solicita dado do vértice de destino para imprimir o caminho até ele

begin
Writeln
(¥=

writeln ('
writeln (' Y
write (' e )i

readln (vert):;

Escrever caminho (vert);
writeln;

Writeln

& _

end;

Procedure Imprimir Iteracao;

// Permite a impress&o dos valores atualizados de d[i]

var 1l: integer;

begin
writeln (' D 9 C
for 1:=1 to ordem do
writeln (' FerEiees M, 1. e
BAEY L "1 8 T, DEIEE] )
writeln;
end;

Procedure definir predecessor inicial (ordem:
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e pai[i] em cada iteracgéo

t:integer) ;



164
165
166
167
168
169
170
L7
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
203
214
215
216
217
218
219
220

221
222
223

224
225
226

// Inicializagdo do Algoritmo de Bellman-Ford
var v: integer;

begin
for v:=1 to ordem do
begin
d[v] := 1000000;
pail[v] := 0;
end;
d[t] := 0;
end;

Procedure Verificar ciclo;
// Verifica a existéncia de ciclo negativo
Label

termino;

begin
ciclo _negativo := 'NAO';
for j:= 1 to ordem d
for k:= 1 to ordem do
if w[j,k] <> 0 then
if d[k] > (d[j] + w[]j,k]) then

begin
ciclo_negativo := 'SIM';
goto termino;
end;
termino:
writeln (' sicic ',ciclo_negativo);
end;

// Programa Principal
begin
tela inicial;
Criar grafo_ponderado;
definir predecessor_inicial (ordem, t);

for i:=1 to ordem - 1 do // Executa as iteragdes
begin
writeln (' Iteracac
writeln (' A S
for j:= 1 to ordem do
for k:= 1 to ordem do
if w[j,k] <> 0 then

begin
if d[k] > (d[j] + w[j,k]) then
begin
dlk] :=d[j] + wlj, kl;
pailk] := j;
if d[k] > 900000 then
begin
d[k] :=1000000;
pailk] := 0;
end;
end;
writeln (' ”:'rjr'r‘rkr‘: 'y ki ! 'y odlk] G4, * 5
pail(k]);
end;
writeln;
Imprimir Iteracao; // imprime os valores atualizados de d[v] e pail[v] em
cada iteragéo
writeln;
writeln ('Digite ENTER para continuar');
readln;
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227
228
229
230
23

232

end.

end;

Verificar ciclo; // verfica a existéncia de ciclo negativo

if ciclo_negativo = 'NAO'
Determinar caminho;
vértice de destino v

then
// imprime o caminho do vértice s de origem ao
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APENDICE C - INSTALACAO E USO DO SOFTWARE LIVRE PASCAL

Para a utilizagdo do Pascal no sistema operacional Windows, deve-se
instalar o software livre Free Pascal, inicialmente realizando o download de uma
versdo do compilador, através da pégina https://www.freepascal.org/download.html,
selecionando a opcao Windows 32-bit ou Windows 64-bit, em seguida SourceForge
e, por fim, Download Latest Version. Os cédigos podem ser editados no proprio
compilador Free Pascal, ou através do software livre Geany, editor de texto mais
amigavel aos usuérios. Este software pode ser baixado através do endereco
https://www.geany.org/download, selecionando o arquivo da opc¢do Windows (64-bit).

Versdes mais antigas também funcionam em sistemas Windows de 32 bits.

Para escrever um novo programa, deve-se selecionar na Barra de
Ferramentas o botdo “Novo”. Em seguida, seleciona-se na Barra de Menu “Arquivo”
e “Salvar Como”, digita-se o nome do arquivo com a extensao “.pas”. Assim, um
programa que calcule a média entre dois nUmeros podera ser salvo com o0 nome de
“‘media.pas”. No Editor de Texto, deve-se escrever o cédigo do programa para
compila-lo ao término, selecionando na Barra de Ferramentas o botdo “Compilar”.
Em ndo havendo qualquer erro identificado pelo compilador, o programa podera ser

executado, selecionando-se na Barra de Ferramentas o botdo “Executar”.

Nos smartphones, deve-se instalar o aplicativo Pascal N-IDE — Editor And
Compiler — Programming, editor Pascal e Compilador para Android. Para criar novo
programa, deve-se clicar no primeiro botdo da Barra de Menu e, em seguida, nos
botdes “+” e “New”, digitando o nome do arquivo de extensao “.pas”. Apds o codigo
do programa ser digitado, deve-se compila-lo clicando no botdo “v” da Barra de
Menu. Em ndo havendo nenhum erro identificado pelo compilador, o programa

podera ser executado clicando no botdo “I>” da Barra de Menu.
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