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Resumo

Neste trabalho consideramos a injecao de agua com ions dissolvidos em um meio po-
roso linear horizontal cilindrico com porosidade e permeabilidade absoluta constantes,
inicialmente, contendo Oleo e dgua em varias proporgoes. A dgua é assumida ter baixa
concentracao de sais, onde alguns ions estao dissolvidos. Desconsideramos a existéncia de
alguns possiveis minerais na rocha que possam dissolver ou precipitar na fase da agua.
Existem dois componentes quimicos fluidos assim como duas imisciveis fases: dgua e 6leo,
(w, 0). Os fons dissolvidos sdo: fons divalentes positivos: fons calcio, Ca®>T e fons magnésio,
Mg**; fons negativos divalentes: fons sulfato, SO?™; fons positivos monovalentes: fons
sédio, Nat; fons negativos monovalentes: fons cloro, C'1~. Os cétions estao envolvidos em
um processo rapido de troca de fons com a superficie do meio poroso carregada eletronega-
tivamente X ~, onde o meio absorvera os fons positivos Ca?t, M¢?* e Na™. Usando regras
simples de misturas e desconsiderando qualquer calor de precipitacao ou dissolugao de
reagoes de substancias ou dessorcao de ions. Além disso, desconsideramos quaisquer efeitos
de contracao de volume resultante das misturas e reagoes em qualquer fase. Resolveremos
neste trabalho, o Problema de Riemann e discutiremos algumas caracteristicas do modelo

estudado.

Palavras-chave: Meio Poroso, Equagoes Hiperbolicas, Problema de Riemann.



Abstract

In this work we consider the injection of water with dissolved ions into a linear horizontal
porous rock cylinder with constant porosity and absolute permeability initially containing
oil and water in several proportions. The water is assumed to have low salinity concentration,
where some ions are dissolved. We disregard that there is in the rocks some possible minerals
that can dissolve or precipitate in water phase. There are two chemical fluid components as
well as two immiscible phases: water and oil, (w, 0). The dissolved ions are: positive divalent
ions: calcium ions, Ca®t and magnesium ions, Mg?>"; negative divalent ions: sulphate
ions, SO?™; positive monovalent ions: sodium ions, Nat; negative monovalent ions: cloride
ions, C'I”. The cations are modeled to be involved in fast ion exchange process with a
surface negative X~ which can absorb the positive ions, Ca?*, Mg¢** and Na*. We use
simple mixing rules and we disregard any heat of precipitation/dissolution of substance
reactions or ion desorption. Moreover we disregard any volume contraction efects resulting
from mixing and reactions in any phase. We are going to solve in this work, the Riemann

problem and we are going to discuss some features about the studied model.

Keywords: Porous Media, Hyperbolic Equations, Riemann Problem.
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Introducao

A grande importancia neste estudo esta relacionada com o melhor aproveitamento
e possivelmente melhorias nos sistemas de extragao de petréleo. Além disso, ele tem
importancia do ponto de vista matematico. Sistemas desse tipo quase sempre recebe
tratamento numérico, porém este trabalho tem como finalidade encontrar solugdes por

métodos semi-analiticos.

Existem, basicamente, trés metodologias de extragao de petroleo utilizadas na
industria (veja [24]). A primeira metodologia, conhecida como recupera¢ao primdria,
consiste em perfurar o pogo de petrdleo e extrair o 6leo contido no reservatorio por
diferenca de pressao entre o o reservatorio e a superficie do poco. Embora essa metologia
seja a mais simples de todas, o fator de recuperacao de petrdleo é muito baixo (cerca de
7% do petroleo é recuperado dependendo do tipo de petrdleo). A segunda metodologia,
denominada recuperacdo secunddria, consiste em perfurar pogos de injecao no qual serao
injetados dgua ou gds (ou uma mistura desses) com o objetivo de manter uma diferenga
de pressao entre o reservatorio e o poco produtor. O fluido injetado empurrara o petréleo
que por sua vez sera recuperado nos pogos produtores. Este tipo de recuperacgao é a
mais utilizada atualmente e melhora consideravelmente o fator de recuperacao (cerca de
40% apo6s a recuperacao primaria dependendo do tipo de petréleo). Quaisquer métodos
utilizados além da injecao de agua ou gas sao classificados como técnicas de recuperagdao
tercidria. Dentre estes podemos destacar os métodos térmicos: cuja ideia é aquecer o
petrdleo, reduzindo assim a viscosidade e facilitando a extragao. A injegdo de vapor é a
forma mais comum dos métodos térmicos, veja [12]. Além dos métodos térmicos temos
métodos quimicos que modificam a caracteristica do fluido injetor, por exemplo a mistura
de polimeros na agua que modificam a mobilidade da dgua em relagao ao 6leo, e métodos
que modificam a permeabilidade relativa da agua em relacao a rocha, que se trata o estudo

desse trabalho.

Neste trabalho, consideramos o problema de inje¢do de agua com ions dissolvidos
em um meio poroso linear horizontal em forma de cilindro com porosidade e permeabilidade
absoluta constantes, inicialmente, contendo éleo e 4gua em varias proporgoes (recuperagao
secundaria). Nosso estudo serd como esses fons modifica a forma como o petréleo flui pelo
meio poroso e como isso altera o fator de recuperagao. Assume-se que a agua tenha baixa
concentracao de sal, na qual alguns ions dissolvidos estao presentes. Existem duas fases
imisciveis: d4gua e dleo, (w,0) (chamado na literatura de fluxo bifasico). Os fons dissolvidos
sao ions divalentes positivos e negativos bem como ions monovalentes positivos e negativos.
Os fons divalentes positivos sdo: calcio, Ca*" e magnésio, Mg¢**. Os divalentes negativos

sao fons sulfato, SO*~. Os monovalentes positivos sao fons sédio, Na™ e monovalentes
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negativos sao os fons cloro, C'l™.

Os cations modelados estao envolvidos em um processo de troca rapida de ions
com a superficie do meio poroso, na qual assumimos a presenca de materiais organicos
dissolvidos de forma que a superficie capture fons positivos Ca?**, Mg*T e Na™. Tal

superficie ¢ denotada por X~ como em [15].

Os efeitos da baixa salinidade sobre a permeabilidade relativa (capacidade da rocha
permitir o fluxo dos fluidos) de cada fase é a principal motivagao deste trabalho. Muitos
autores tém documentado os beneficios da salinidade na agua para melhorias na taxa de
recuperagao de 6leo [10], [13], [16] e [18]. Efeitos de baixa salinidade também tem sido visto
em experimentos, veja [8] e [25]. Algumas caracteristicas do meio poroso sdo mencionadas
na literatura como sendo necessarias para otimizacao da recuperacao de petroleo das quais
podemos citar: a presenga de argila ou superficie com carga negativa em sua superficie [22];
a presenca de componentes polares na fase do éleo [22], [18]; a presenca de {ons divalentes

dissolvidos na agua [22], [18].

A dessorcao é um fendmeno pelo qual uma substancia é liberada a partir ou através
de uma superficie. Assumimos que as permeabilidades tanto da agua quanto a do 6leo sejam
modificadas pela dessorcao de fons positivos divalentes Ca?* e M g** pela superficie. Esse
fendmeno serda melhor discutido no Capitulo 2. Para modelar esse fenémeno, introduzimos
uma funcdo peso H(Sca, Bug) que vale 1 se ndo existe dessor¢ao de fons pela superficie e

vale menos que 1 se existe dessorcao.

No nosso modelo desconsideramos qualquer calor de precipitacao ou dissolucao
das reagdes ou dos ions dessorvidos, de modo que o fluxo dos fluidos dgua e Oleo sera
isotérmico. Além disso, desconsideramos qualquer efeito de contragao do volume resultante

das misturas e reacoes das fases.

No Capitulo 1, sao definidas algumas propriedades do meios porosos e apresentados
algumas equagdes importantes dentro da teoria. Trabalhos como o de Darcy (ver [5]),
tiveram importancia fundamental para o desenvolvimento do fenomenos envolvendo meios
porosos. Além disso, equagoes como a de conservacao da massa conseguem descrever com

boa precisao fenomenos decorrentes do fluxo em duas (ou mais) fases no meio poroso.

Para o Capitulo 2, nossa preocupacao sera discutir as propriedades quimicas do
modelo de injecao de agua salinizada. Como veremos, a salinadade da agua diminui a

permeabilidade relativa da rocha o que ajuda na otimizacao da recuperacao do 6leo.

No Capitulo 3, consideramos um modelo simplificado da injecdo de agua salinizada
com apenas o fon Ca?T alterando a permeabilidade da rocha. Descreveremos as solucoes
do sistema, encontrando as familias de rarefa¢des e choques. Supomos que o leitor tenha
um conhecimento basico sobre esse tema, caso contrario tais assuntos sao bem abordados

em [9], [20] ou [23].
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O Capitulo 4 é destinado as solugoes semi-analiticas de alguns problemas. As
simulagoes sao feitas com quantidades de concentragoes frequentemente encontradas na
literatura. Com essas solu¢des em maos, temos a oportunidade de comparar as perme-
abilidades relativas de fluxos em alta e baixa (ou nenhuma) salinidade e o quanto isso

influencia na recuperacao final do 6leo.

As ferramentas usadas aqui, provinda da teoria dos sistemas de equacoes diferenci-
ais parciais hiperbélicas, tém varias aplicacbes em outras dreas como em meteorologia,

aerodindmica e astrofisica (veja [9]).
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1 Modelagem Matematica e Fisica

Este capitulo tem como objetivo introduzir conceitos que serao usados no modelo,
definindo as variaveis presentes e tecendo algumas consideragoes fisicas importantes para

a modelagem.

1.1 Meios Porosos e suas Propriedades

Para que possamos obter um bom entendimento das equagoes, iremos apresentar

aqui, breves defini¢oes das variaveis consideradas:

1. Porosidade (¢): Pode ser entendida pela fragdo do volume de espago vazio do meio
poroso que pode, efetivamente, ser invadida por éleo ou 4gua. E uma medida variando
de 0 até 1. Algebricamente, é definida como o espaco vazio molhavel dividido pelo
volume total do meio poroso. Sua unidade é [m2,_,,/m3,.,]. Como exemplo, para
¢ = 0 nao ha regiao molhavel e para ¢ = 1 tem apenas um espaco vazio, entretanto,

valores tipicos estdao na ordem de 0.1 até 0.4.

2. Viscosidade (y,): Pardmetro relacionado com a resisténcia de um fluido ao fluxo.
Trata-se da constante de proporcionalidade entre a pressao e a velocidade gradiente
dada pela Lei de Newton. No sistema S.I. tem unidade de Pascal vezes segundo
[Pa.s].

3. Densidade (p,): Definida por massa dividida pelo volume do fluido « e tem unidades
(kg /m?].

4. Saturagao (s,): Fracdo do volume vazio ocupado pelo fluido a e tem unidade
3

vazio

[m3 /m3,...]. Assim como a porosidade, a saturagao admite valores no intervalo de
zero a um. Para s, = 0 nao ha fluido no meio poroso e para s, = 1 o meio esta

completamente cheio.

5. Velocidade de Darcy (u,): Vetor velocidade da fase a definida como fluxo do
fluido que passa por unidade de tempo pela drea da secao [m?*/s/m?|. No S.I., sua

unidade é [m/s].

6. Permeabilidade(k,): A permeabilidade de uma rocha pode ser definida como
a habilidade ou capacidade da mesma permitir o fluxo do fluido (do qual esté
saturada) através de seus poros. A unidade de permeabilidade é o Darcy [D] ou,

mais habitualmente, o mili-Darcy ou mD (1D = 10~?m?).
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Observacao: Para obter as equagoes de conservagdo de massa da substancia o,
utilizaremos como quantidade a massa por unidade de volume, denotada por m,. Em um

meio poroso de porosidade ¢, my, € definida por

Mo = OSaPa- (1.1)

1.2 Lei de Darcy e Conservacao de Massa

Conservacao da Massa

Um conceito muito importante para a modelagem de fluxo em meios porosos é o
principio da conservagdo da massa. Para um sistema fechado, tal principio diz, a grosso
modo, que a variacdo de uma certa quantidade numa determinada regiao espacial (pode

ser uni, bi ou tridimensional) deve-se apenas ao fluxo pela fronteira.

Para apresentarmos tal principio, vamos derivar a equagao da conservacao da massa
de uma substancia «. Admita que queiramos encontrar a massa total de uma substancia

a numa regiao espacial €2 com fronteira OS2, veja Figura 1.a.

Através da equagao de massa por volume da substéncia «, dada por m,, Eq. (1.1),

podemos obter a massa total da substancia «, denotada com M, como

M, = /Q MadV = /Q O(7) 50 (7, 1) pa 7, 1)V, (1.2)

sendo ¢(7), sq(7, 1) € pa(7,t) a porosidade, a saturagao do fluido e a densidade do fluido,
respectivamente no ponto 7 no tempo t. Em palavras, a massa total da substancia a sera
a integral volumétrica do produto da porosidade pela saturagao e a densidade de massa,

sobre o dominio 2.

Tomando a notagao mais usual, vamos definir a seguinte funcao

Ga(s(rt)) = o(7)sa(7, 1) pa(rt). (1.3)

Esta funcao é chamada fungdo de acumulagao, ver [23]. Note que G, = m,, porém a fungao
de acumulacao pode também aparecer com outras expressoes. A definicdo da funcao de
acumulacao pode ser estendida para fungoes onde a varidvel independente se conserva em
uma regiao fechada ao longo do tempo. Na equagao (1.3) temos a massa do fluido « na
expressao da funcad de acumulacao, porém veremos no Capitulo 3 funcoes de acumulacao

onde as variaveis conservadas serao as quantidades de ions dissolvidos na agua.

O principio da conservacao nos diz que dada uma regiao tridimensional fechada
por uma superficie qualquer 9€2: a variagdo da massa total no meio deve-se apenas pelo

fluxo de massa da fronteira 0S). Para tanto, definimos o vetor fluxo de massa como

Fo(s(7,1)) = pal7, t)iis (7, t). (1.4)
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No Capitulo 2 iremos mostrar que u, (7, t) = ug,(s(7, 1)), isto é, a velocidade do fluido é
funcao da saturagao. Todavia, optamos por omitir essa dependéncia nesse momento por

simplicidade.

A

v

X X

Figura 1 — 1.a: Regiao espacial {2 com fronteira 0¢2 e vetor normal 7. 1.b: Fluxo do vetor
F,, na fronteira 0f2.

Dessa forma podemos encontrar a equagao para a conservagao de massa, usando

(1.2), (1.3) e (1.4) como:

jt/QGa(S(ﬁ t)dV = — /mli(s(ﬁ t)) . dS, (1.5)

o lado direito da equacao trata de uma integral de superficie sobre 0€2. Aqui 7 representa
o vetor unitario normal a superficie 02 apontando para fora. O sinal negativo se deve ao
seguinte raciocinio: se a massa estd saindo da regiao ) delimitada pela superficie 02, entao
o produto escalar da quantidade F, pelo vetor normal 7 produzird um ntimero positivo.
Ora, como a massa estd diminuindo, a taxa de variacdo da massa total deve ser negativa,

logo devemos tomar o valor negativo do calculo desse fluxo, veja Figura 1.b.

A titulo de exemplo, iremos deduzir a partir da equacao (1.5) uma expressao para o

caso unidimensional, ou seja, suponha que estamos considerando o fluxo em uma dimensao.

Exemplo 1.2.1. Deduza, a partir da equacio (1.5), uma equagdo para o fluxo unidimen-
sional do vetor Fo(s(7,t)) = Fa(s(z,t))i na diregio paralela ao eizo do cilindro com drea

da base A e altura xp — xp, com xg > xp (veja Figura 2).

Solugao: Uma vez que o fluxo é unidimencional, entdo todas as funcoes que dependem da

posicao T na equagio (1.5), dependerdo agora somente da varidvel x. Portanto, a equagao
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\ 4

XL XR

Figura 2 — Superficie de um cilindro de comprimento xr — x7, e com os vetores normais a
cada lado posto na horizontal para melhor visualizagao.

(1.5) fica

0 [ Gols(r)aV == [ Fuls(w) S [ Fuls(a.0) 1S

— | Fu(s(z,t)) «13dS,
S3

jt (A I Ga(s(x,t))dx> = - (/S Fo(s(a, ) etadS + 0+ | Fu(s(x,1)) -ﬁ3d5> :

L Ss

& (4 [ Gulste)ar) = — (~Fulstar. 1) [, 45+ Fuls(ant) [ as).

L

Ac;lt /;R Ga(s(z,t))dr = A(Fa(s(zr,t)) — Fal(s(zr,t))),

onde A € a drea da base do cilindro. Logo , dividindo por A em ambos os lados, temos o

resultado desejado

d (=R

. Gaol(s(z,t))dx = F,(s(xp,t)) — Fu(s(xg,t)). (1.6)

Continuando a partir da equagao (1.5), enunciaremos agora o Teorema da Diver-

géncia. Ele serd usado para deduzir a chamada forma diferencial da equagao (1.5).

Teorema 1.2.1 (Teorema da Divergéncia). Seja Q0 uma regiao sélida simples e seja OS2 a
superficie fronteira de Q, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial
cujas fungoes componentes tém derivadas parciais continuas em uma regido aberta que

contenha ). Entao
/ ﬁ.ﬁdsz/ V. FdV. (1.7)
a0 0
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Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em varios livros de

célculo, como por exemplo [21]. O

Sob as hip6teses do Teorema da Divergéncia, podemos aplicé-lo na equagao (1.5)
obtendo

C;lt/QGa(s(ﬁ t))dV = —/Qv.uﬁ(s(ﬁ t))dv. (1.8)

Supondo que a derivada parcial em relacao ao tempo existe e é continua, entao

podemos derivar dentro do sinal da integral, tendo
0 . =AP
/Q (atGa(s(r,t)) +V. Fa(s(r,t))> dv = 0. (1.9)

Para que possamos desconsiderar integral e igualarmos apenas o integrando a zero

¢é necessarico observar o seguinte Teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.2. Seja f: Q CR" — R, se f é continua e [, fdV = 0,VA C Q entao
f=0.

Demonstracio. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em livros de anélise,

como por exemplo [11]. O

Como estamos considerando um conjunto qualquer €2 do R? e supondo o integrando

uma func¢ao continua, entao pelo Teorema 1.2.2 temos
—Go(s(Ty1)) + V. Fo(s(7,t)) = 0. (1.10)

Enquanto a equagao (1.10) é chamada de forma diferencial da lei de conservagao
da massa, a equagao (1.6) é chamada de forma integral. Existem duas boas razoes para
considerarmos a forma integral, Eq. (1.6): (i) a equagao é baseada em principios fisicos de
conservagao expressa com integrais relacionadas ao controle de volumes, (ii) a formulagao
integral requer menos suavidade das solu¢oes e prepara o caminho para a extensao de
solucoes incluindo descontinuidades. Assim, a forma integral nos fornecera solugdes com

descontinuidades que discuremos com mais detalhes no Capitulo 3.

Naturalmente, a equagao (1.10) pode ser escrita também como

2 (07)30(Ppa() + T+ (1 () = 0 (111)

usando as equagoes (1.3) e (1.4).
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Lei de Darcy

Considere um meio poroso cilindrico de porosidade homogénea ¢. Suponha que o
fluxo ocorra em uma tnica dire¢ao (o fluxo unidirecional fornece uma equagdo unidimen-
sional, conforme serd visto abaixo) e que a velocidade u, do fluido em cada secao reta
¢ a mesma pra qualquer ponto pertencente a mesma se¢ao. Tomando duas se¢es retas
(veja Figura 3), a Lei de Darcy diz que o vetor velocidade u, da fase a é proporcional
a diferenga de pressao aplicada em cada uma das faces e inversamente proporcional ao

espago percorrido e viscosidade do fluido, ou seja,

() = — Ko Palz + AT) = pa(z)

1.12
fa Az ’ (1.12)
sendo k, e pu, a permeabilidade e a viscosidade, respectivamente, da fase a. O sinal

negativo na Lei de Darcy deve-se ao fato do fluxo ocorrer sempre da se¢ao de maior para

a de menor pressao.

Uo Meio Poroso

f i >
X X+Ax

Figura 3 — Meio Poroso isolado de comprimento Ax.

Assim como a permeabilidade, também a viscosidade é funcao de outras variaveis
independentes, porém inicialmente omitiremos tais variaveis. Uma discussao mais apropri-
ada sera feita no Capitulo 2. Essa Lei foi descoberta empiricamente por Darcy em 1856 e

desde entdo tem sido verificada experimentalmente em intimeros casos, veja [5].

Para facilitar a modelagem do problema, é conveniente escrever a permeabilidade
da fase o como produto da permeabilidade absoluta (k) vezes a permeabilidade relativa a
fase a (k.o), ou seja, ko = kk,.o. Em geral, a permeabilidade relativa é uma fun¢io apenas
da saturacao, os modelos mais usados sao os quadraticos, veja [17]. A permeabilidade
absoluta depende da estrutura do meio poroso e é, em geral, muito complicada de ser
obtida, entretanto, em nosso modelo assumiremos que ela tem um valor constante como

em [15], veja Apéndice A.

Tomando Ax — 0 temos a seguinte equagao diferencial para o caso unidirecional

para a lei de Darcy
ko dpa
o(r) = ———(x). 1.13
uo(z) = 2 2) (113)
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Para trés dimensoes a Lei de Darcy torna-se

5 (7) = 22T, (), (1.14)

«

sendo 7" o vetor posicao.

Se levamos em conta a gravidade (e, consequentemente, a pressao hidrostatica)
haverd um gradiente de pressdao para baixo (neste caso o cilindro estaria inclinado) e a lei

de Darcy é escrita da seguinte forma

0l (7) = —M Vpal) + pa(P)gh] (1.15)

«

onde g é a aceleracao da gravidade e k denota o vetor unitério na direcao da acgao da

gravidade.

1.3 Sistema para o Caso Bifasico

A partir de agora omitiremos a dependéncia da posicao 7, apenas usando quando
necessario. Usando as equagoes (1.14) e (1.11) e supondo agora que o meio poroso contém

agua e o0leo, entdo teriamos as seguintes equagoes

0

a(gbswpw) + V. (puliy) =0 (1.16)
0

a(d}sopo) + V. (pou_;) = 07 (117)

onde w identifica a equagdo para o fase da dgua (em inglés water) e o identifica a equacao
para o fase do 6leo (em inglés oil). Assim, as equagoes (1.16) e (1.17) sdo as equagdes de

conservagao de massa da fase dgua e 6leo, respectivamente.

Suponhanhamos que ¢ seja constante, isso significa que a porosidade da rocha é
homogénea. E que p,, e p, também sejam constantes, isso significa densidades constantes

para a agua e o 6leo. Para sistemas isotérmicos isso é uma boa aproximacao.

Tomando essas simplicagoes temos nas equagoes

¢%+v iy =0 (1.18)
3 0 .
¢83t+v.uoz . (1.19)

Além disso, vamos admitir que o meio poroso estd completamente preenchido com
agua e 6leo, ou seja
Sw+ 8o = 1. (1.20)

Isso nos d4 mais uma equagao para ser adicionada juntamente com as equagoes (1.18)-

(1.19), neste caso, uma equagao algébrica. A equacao (1.20) expressa um vinculo das
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solucoes das equagoes diferenciais parciais (1.18) e (1.19). Assim, as equagoes (1.18) e
(1.19), que inicialmente estavam desacopladas, formam agora um sistema de equagoes

diferenciais parciais com a equacao algébrica (1.20).

Observe que esta suposi¢ao implica que o fluido é incompressivel (capacidade de
opor-se a compressao sob qualquer condigao). Isso pode ser mostrado através das equagoes,

uma vez que somando as equagoes do sistema e usando a equagao algébrica (1.20), temos:

0 L, 0 Lo L
gba(sw—l—so)—i-v.(uw%—uo) _¢§(1)+v.(u) =V.u=0, (1.21)

ou seja, U = Uy, + u,, que é chamada velocidade total de Darcy. Além disso para o caso

unidimensional u é constante em relacao a x.

Trataremos agora de manipulac¢oes algébricas de forma a tornar o sistema o mais
simples possivel. Sendo assim, definimos, inicialmente, uma variavel chamada mobilidade

do fluido dada por

Ay = LLGTR Py —kk’“", (1.22)
[ o

respectivamente, para a agua e Oleo.

Basicamente todos os modelos para melhoria da recuperacao do Oleo estao rela-
cionados ao aumento da mobilidade, isto é, para que possamos recuperar mais 6leo é
necessario aumentar a velocidade de Darcy @ aumentando a permeabilidade ou diminuindo

a viscosidade. Uma discussao mais apropriada sera feita no Capitulo 2.

Definimos a pressao capilar do 6leo na dgua (analogamente da dgua no dleo), como
Pow = Po — Pw- (123)

Por simplicidade, assumimos que cada pressao capilar pode ser negligenciada e a

pressao na fase aquosa e oleica sao tomadas iguais, p, = py, = p-

Podemos definir as fungoes de fluxo fracionario para fase agua e 6leo como

A krw A kro
fw - = = % e L € fo - - = % Lo [ (124>
)\w+)\o P‘T—i_; )\w+>\o ,LLT—’_I

Estas fungoes sao a fracao do fluxo da agua e do dleo, respectivamente.

Usando a lei de Darcy (1.14) e (1.24)
Uy = Uf, e Uy, = Uf,, (1.25)

sendo © = u,, + u, a velocidade total ou velocidade de Darcy.

De fato, temos que

— - < kkrw kkra
+ — +—

Ll e ) (Vp) = (Aw + A0)(Vp) (1.26)
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e
A
by = Ufoy = < = . 1.2
U = Ufry = (A + 20) (VD) <)\w n )\O> A VD (1.27)
De forma analoga
A
o = Uf, = 2 = ) 1.2
Uy = Ufo = (A + o) (VD) <)\w n )\O) AoV (1.28)
E assim, finalmente, temos o seguinte sistema
a w —
qﬁ%—i-v.(ufw) —0, (1.29)
a o —
6222 L v (iif,) = 0. (1.30)
ot
Como V.4 =0, Eq. (1.21), o sistema (1.29)-(1.30) reduz-se a
05y,
— 4+ u4.Vf, =0, 1.31
o5 TUVS (1.31)
s,
u.Vf,=0. 1.32
0 5 +4.Vf,=0 (1.32)
Usando a equagao (1.21), temos que para o caso unidimensional u é constante, e
assim
0sw  Ofw
Jso  Ofo
0] 5 +u@x =0, (1.34)

Tomando agora o caso unidimensional e substituindo a equagao algébrica (1.20)

dentro da segunda EDP e usando o fato que

fw+fo:1; (135)

(isto pode ser visto diretamente da defini¢do de f, e f,, Eq. (1.24)), obtemos da equagao
(1.34) que
0 0
—(1 — s, —(1=f,)=0 1.36
b1 = su) F (1= 1) (1.36)
que é exatamente a equagao (1.33). Esta substitui¢ao faz com que o sistema se resuma a

apenas uma equagao escalar, por exemplo, (1.33).

Para resolver o problema, precisamos considerar condi¢oes iniciais e de contorno.
Para tanto, imagine que o meio poroso esta completamente cheio de 6leo (s, =0, s, = 1)
e injetamos dgua pura para a recuperagao desse 6leo (s, = 1,5, = 0). Como exemplo,
vamos supor que o ponto de inje¢ao seja em x = 0 e que o meio poroso seja infinito. Essa
condig¢ao pode ser escrita como:
(1,0), se z =0

(Sw, 80)(2,0) = (1.37)
(0,1), se x>0
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A condigao (1.37) é chamada de condi¢io de Riemann-Goursat. Caso a condigdo
(1.37) fosse substituida por

(1,0), se x <0
(Sw» $0)(2,0) = (1.38)
(0,1), se x>0

a condicao é chamada simplesmente condi¢cdo de Riemann. Caso os autovalores da matriz
do sitema sejam positivos (iremos explorar mais este conceito no Capitulo 3) as duas

condigbes sdo equivalentes (veja [20]). A Figura 4 ilustra essas condigoes.

Meio Poroso
e
e
Sw= 1 S\\'=O
—_—
So=() Soc 1
—_—

|
x=0

Figura 4 — Condicao inicial do exemplo para a EDP.

Uma vez que, resolvendo a equacao para saturacao de dgua, podemos encontrar a
saturagao do 6leo via (1.20). Assim, o problema de agora seria de encontrar solugdes para

a equacao (1.33) com a seguinte condigao inicial

1, se x <0
Sw(z,0) = (1.39)
0, sex > 0.

Assim podemos descrever, a partir da solucao deste problema, como a saturacao da
agua varia com o tempo no meio poroso e consequentemente descreveremos a evolucao da
saturacao do 6leo, de modo a modelar a recuperagao do 6leo. Esse problema ja ¢ conhecido
e sua solugao pode ser encontrada em varios livros sobre o tema, como por exemplo em [6].

Este problema também sera resolvido no Capitulo 4.

A condicao inicial (1.39) é um caso particular do problema de Riemann. O problema

mais geral é resolver a equacao (1.33) com a condigdo inicial:

sp, sex <0
Sw(z,0) = (1.40)
Sr, se x >0,

onde sy, e s sdo constantes. A Figura 5 abaixo ilustra essa condi¢do inicial mais geral.
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P Swi(x,0)

Su

1
I
I
I
! S R
i
I
I
|

0

X

Figura 5 — Condicao inicial para a EDP no problema de Riemann.
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?2 Modelo com lons Dissolvidos

Neste capitulo, usaremos as defini¢des e os conceitos apresentados no Capitulo 1

para apresentar o modelo que sera resolvido no Capitulo 3.

2.1 Varidveis Usadas na Modelagem Quimica

Esta secdo tem por finalidade definir processos, assim como variaveis que serao

usadas na modelagem quimica. A saber:

1. Absorgao: Processo no qual uma substancia infiltra-se em outra substancia. A

absorcao ocorre entre liquidos (ou gases) e sélidos (ou liquidos).

2. Dessorgao: Processo no qual uma substéncia (geralmente um liquido) é liberada a

partir ou através da superficie de uma outra substancia (geralmente um sélido).

3. Concentracao (Cy): Quantidade de uma substéncia I por unidade de volume. No
modelo, esta substancia serao os ions. Os ifons usados nesse trabalho serao: célcio,
Ca**; magnésio, M ¢**; sulfato, SO3™; sédio, Na* e cloro, Cl1~. No S.I, a unidade
de concentracgao é [kg/m?], porém utilizaremos a unidade mais usual na literatura,

[mol/1].

4. Material Organico (M.): Material presente no meio poroso responsavel pelo pro-
cesso de dessorgao dos cations. Modelamos esse material como sendo argila e a

superficie desse material é denotada por X . Possui unidade [Kg/I].

5. Quantidade [;: Quantidade de fons I absorvidos na superficie do material organico

(argila). Possui unidade [mol/kg].

2.2 Modelo Quimico

Suponhamos que a agua tenha baixa salinidade, na qual alguns ions estao dissolvidos.
A saber: fons divalentes positivos: cdlcio, C'a®** e magnésio, M g**; fons divalentes negativos:
sulfato, SO?™; fons monovalentes positivos: sédio, Na*; fons monovalentes negativos: cloro,
Cl~. Os cations sao modelados de modo que possam ser envolvidos em um processo rapido
de troca de ions com a superficie negativa X~ do material organico, presente no meio
poroso na qual pode absorver os fons positivos Ca?t, M¢?>T ¢ Na*. As quantidades de

cations absorvidos pela superficie sao denotados por Bcq, Bag € Bna, Para calcio, magnésio
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e sddio, respectivamente. Tal modelo é amplamente estudado em otimizagao dos processos

de extragao de petréleo (veja [15]).

As permeabilidades relativas k.., e k., sao consideradas func¢oes das saturagoes e

desses cations ﬂCm 5Mg € /BNaa isto é; kpw = krw(ﬁ()a» 5Mga ﬁNa) e kp, = kro(BCm ﬁMga 5Na)-

Desconsideramos qualquer calor de precipitagao ou dissolucao das reagoes das
substancias ou dessorcao dos ions. Além disso, desconsideramos contracoes de volume

resultantes das misturas e reagdes em qualquer fase.

A dessorg¢ao é um fenémeno pelo qual uma substancia é liberada a partir ou através
de uma superficie. O processo é o oposto de sor¢ao (isto é, tanto a adsor¢do ou absor¢ao).
Isto ocorre em um sistema que esta no estado de equilibrio de adsor¢ao entre um fluido

(gés ou solugao liquida) e uma superficie adsorvente (sélido ou fronteira que separa dois
fluidos).

Os cations estao inicialmente absorvidos na superficie do material organico que
possui carga negativa na qual denotaremos por X~ (supomos que o material orgénico seja
argila). Quando a dgua com fons Na*, Ca?t ou Mg?", em menor quantidade daquela
absorvida na superficie, entra em contato com a superficie X~ (Figura 6.a), existe um
gradiente de concentracao do maior para o menor que faz com que alguns ions, antes
presentes no material organico, migrem para a dgua (Figura 6.b). Aos poucos, quanto mais
fons sao dessorvidos, as quantidades de fons no material organico, Bnaq, Bca € Barg, diminui

tendendo a uma concentragao de equilibrio entre o material orgénico e a dgua (Figura 6.c).

Figura 6 — 6.a: Material organico com maior concentracao de fons Na*, Ca?t e Mg** do
que a agua. 6.b: Gradiente de concentragao atua no meio organico provocando
a dessorcao dos fons. 6.c: Concentragao de equilibrio entre o meio orgénico e a
agua.

A dessor¢ao destes ions pode modificar a molhabilidade da superficie da rocha e,
consequentemente, a mobilidade da dgua e do éleo (veja [7]). Entende-se por molhabilidade

da rocha a tendéncia de um fluido se espalhar ou aderir em uma superficie solida na
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presenca de outro fluido imiscivel, veja [3]. Veremos essa mudanga na Segao 2.3, onde
observaremos também que este processo faz com que diminua o 6leo residual (6leo que
nao pode ser extraido do meio poroso) e, consequentemente, aumenta a quantidade de

petréleo recuperado (petréleo retirado do meio poroso).

A reacao é assumida instantanea e, entao, taxas de reagoes serao negligenciadas.
Para fons positivos C'a?t, Mg*t e Na™, temos as reacoes independentes entre esses fons e

a superficie X~

1
§Ca2+ +NaX = Ca X + Na*, (2.1)

1
§M92++NaXng%X+Na+. (2.2)

Em (2.1)-(2.2) desconsideramos os H™", que estdo presentes mas com uma quanti-

dade muito pequena comparada com os outros ions da reacao.

Das equagoes (2.1) e (2.2), usando a Lei ideal do equilibrio quimico (ver [15]) as

constantes da reacao de equilibrio podem ser escritas como:

KC Na = BCafVNaCNa e KM Na = BMg’YNaCNa (2 3)
BNa \% /yCaCCa I BN(M /’YMgCMg

As quantidades Kcqng € Knrgne dependem da temperatura. Aqui vo,Ceq, Ya1gC g
e YnvaCna representam as atividades quimica de calcio, magnésio e sodio, respectivamente.
Cca, Cug € Cng sa0 as concentragoes dos fons e 77 para I = Ca, Mg e Na sao os
coeficientes de atividade dos fons calcio, magnésio e sodio, respectivamente. Da equacao

extendida de Debuye-Hiikel (veja [1]), o coeficiente de atividade é dado satisfazendo

~AZWT,
108;10(71) = m

aqui o indice I refere-se as diferentes espécies (fons) envolvidas nas reagoes; Z; refere-se a

+ bl (2.4)

carga i6nica de cada espécie quimica, b é um parametro, A(T") e B(T') sao fungoes dadas
da temperatura que assumimos constante, a; sao constantes para cada espécie e Iy é a

forga ionica definida como:

Iy = O.5ZC’IZ1, para I =Ca, Mge Na. (2.5)
I

As constantes e quantidades podem ser encontradas no Apéndice A.

Os fatores Kcona © Kargng podem variar com a concentracao de dgua salgada
na fase da agua de um modo bastante complexo. A maioria dos modelos utilizam uma
interpolacao linear para obter esses fatores, a partir da tabela de concentragao, para cada

concentracao especifica de agua salgada.
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Uma suposi¢ao natural é assumir que a capacidade de troca de cdtions (denotada
por CEC) é constante para uma dada temperatura (em nosso modelo estamos assumindo
fluxo isotérmico, entretanto, um possivel trabalho seria modelar o problema no qual C EC'
seja uma fungao da temperatura). Esta quantidade representa a quantidade maxima do
total de cations que a superficie é capaz de segurar. Isso é feito tomando uma igualdade

para a taxa de absorcao de cations, isto €,

CEC = 2Bcq + 2Bmg + Bra- (2.6)

Das equagoes (2.3) e (2.6), podemos escrever os cations absorvidos em fungao das
concentragoes de fons (YcoCcea, YmgChrig € YNaCNa), Kcana, Kngne € CEC. Apés alguns

algebrismos, obtemos:

KCaNa V ’YNaCCaCEC
2KcanaVVcaCla + 2K pmgnar/ YmgCrig + YNaCNa

KMgNaw/fYMgCMgCEC
6Mg(CCa70MgaCNaaT) = s (28)
2KCaNa\/ ’}/CaCCa + 2[(MgNa\/ ’YMgCMg + ’YNaCNa
PYNaCNaCEC

2K canaVVcaCla + 2K ngnary/ YmgChig + NaCNa

BCa(CCaaoMgacNaaT> = (27)

5Na(CCaa C(Mga CNaa T) =

(2.9)

2.3 Efeitos da Alta e Baixa Concentracoes de Sais

Neste modelo identificaremos os efeitos da baixa salinidade sobre a permeabilidade
relativa de cada fase. Assumimos que essas permeabilidades sao modificadas pela superficie

de dessor¢ao dos fons divalentes positivos.

Funcoes de Permeabilidade Relativa

Um modelo bésico muito utilizado (veja [7]) para as fungoes de permeabilidade

relativa sao

§— Sur \Vhw
krw(sa Swr, Sor) = k:w (m) ) Swr S S S 1- Sor (21())
1- or ko
kro(sy Swr 507“) = k:O <SS> ) Swr S S S 11— Sors (211>
1- Sor — Swr

para agua e 6leo, respectivamente. Aqui, s, € S, S30 a saturacao da dgua conata (saturagao
minima de dgua para o qual a 4gua comega a se mover no meio poroso) e a saturacao do
6leo residual (saturacao de éleo que nao pode ser extraido do meio poroso) do sistema,
respectivamente. Além disso, Nk, Nk,, k. e k', sdao valores encontrados empiricamente
(pardmetros de ajuste). Estes valores, para condigoes de alta e baixa salinidade, podem ser
encontradas no Apéndice B. Ambas permeabilidades relativas estao escritas em funcao da

saturagao da dgua (usamos a notagao s).
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Assim, definimos dois casos extremos de permeabilidade relativa correspondendo a
condigoes de alta e baixa salinidade, ou seja, substituindo os valores das constantes Nk,

Nk,, kX, e k¥, nas equagoes (2.10) e (2.11), correspondentes podemos obter

1. Permeabilidades relativas em alta salinidade (high salinity):

Frw (8) = Kra(s, 50y 500 ) € Ko (8) = hrw(s, 50 8007 (2.12)

Y Twr ) Tor
para a agua e 6leo, respectivamente;

2. Permeabilidades relativas em baixa salinidade (low salinity):

kff(s) = k(s s SLS) e erOS(s) = k(s sLS sLS) (2.13)

)y Cwr > “or ) “wr? Yor

para a agua e Oleo, respectivamente.

A Figura 7 mostra o efeito da alta e baixa salinidade sobre as permeabilidades
relativas da dgua e do Oleo, Eq. (2.12) e (2.13). Observe que na baixa salinidade a

permeabilidade da dgua diminui consideravelmente enquanto a do 6leo aumenta.

1 T T T T T T T T T

— — —krwHS
kroHS
09 = — —krwLS
kroLS

o© o
N ©
T T

o
(o))
T

°
i
T

Permeabilidade Relativa

o
N
T

0.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Saturacio da Agua

Figura 7 — Efeito da salinidade na permeabilidade relativa da agua e do 6leo.

A Figura 8 mostra como a alta salinidade interfere no fluxo fracionario, melhorando
a recuperagao do dleo (fluxo baixo da dgua implica em aumento no fluxo do éleo, Eq.

(1.35)) e diminuindo o éleo residual (éleo restante no meio poroso).
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Fluxo Fracionario

o
N
T

0.1

0 I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Saturacdo da Agua

Figura 8 — Efeito da salinidade no fluxo fracionario da agua.

Mecanismo para Mudanca na Permeabilidade Relativa

Afim de implementar uma condicdo que seja capaz de mudar os valores das
permeabilidades relativas dependendo dos valores das fungoes B¢, € By (quantidade de
cations presentes no material organico), introduzimos uma fungao de quantidade de fons

dessorvidos. Esta fungao pode ser modelada através da seguinte lei empirica:
m(ﬁCav ﬁMg) = max{ﬁga - ﬁca(t > 0)7 O} + maX{B]?Jg - ﬁMg(t > 0)7 O} (214)

Aqui B;(t > 0) e 89, para I = Ca e Mg, sao a quantidade de fons dessorvidos pela

superficie para tempos t > 0 e tempo inicial ¢ = 0, respectivamente.
Usando m(Bca, Brg), & fungao peso H(Bca, fuy) € escrita como:

1

H(Bca; Bug) = 1+ rm(Beas Buyg)’

(2.15)

onde r > 0 é uma constante.

A funcao peso funciona de forma que H(Bcq, Smg) = 1 se nao existe dessorgao de

fon pela superficie e 0 < H(Scq, Buy) < 1 se existe dessorgao.
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Modelo de Transicao de Alta para Baixa Salinidade

O modelo que propomos para a permeabilidade relativa k., e k., é escrita como:

krw($w, Boa, Butg) = H(Bea, Bug)kny (sw) + [1 = H(Bea, Barg) ki (1), (2.16)
kro(S0 Beas Brtg) = H(Boa, Barg) ko™ (s0) + [L = H(Bea, Burg)lkry (o), (2.17)

onde k15(s,) e k15(s,) sdo as permeabilidades relativas predeterminadas da dgua e 6leo
para alta salinidade (high salinity) e kL5 (s,,) e kX%(s,) sdo as permeabilidades da dgua e
6leo para baixa salinidade (low salinity), Eq. (2.12) e (2.13).

Para o caso em que nao ha dessorcao k., = kﬁf e k., = kfgs. Essa condigao reflete
o estado inicial em alta salinidade da pemeabilidade relativa do meio poroso. Por outro
lado, quando existe dessorcao de fons, a fungdo m(Bca, Suy) cresce (veja Eq. (2.14)). Em
particular, quando os efeitos da dessor¢ao sao grandes o suficiente k., ~ k25 e k,, ~ kL5

veja equagao (2.15).

Este modelo é simples e convexo pelo uso da funcao peso H(Scq, Bug)-

2.4 Equacoes de Balanco

Assim como escrevemos as equagoes de conservacao da massa da dgua, Eq. (1.33),
e 6leo, Eq. (1.34), no Capitulo 1, podemos expressar equagoes de transporte de fons na
fase dgua pelas seguintes equacoes de balango para concentracao de calcio (C¢,), magnésio

(Chg), sédio (Cny), sulfato (Cso,) e cloro (Cey):

gt (¢CCa5w + 6CaMc) + 2 (CCauwfw(Sw7 BCm /BMQ)) 0 ( (gb Sw) a CCa) 5 (218>

Ox
(;1 (¢OMgSw + 6MgMc) + 881' (CMguwfw(Swa /BCaa 5Mg)) a ( (¢, Sw) a C(]\4g> ) (219)

(9815 (¢CNa3w + 6NaMc> + 861' (CNauwfw(swa 6Ca7BMg)) 8 < (¢7 Sw) a CYNa) ) (220)

;@C'soﬁw) + 883: (Cs04tw fur (8w, Beas Bug)) = 9 <D<¢7 Sw) 0 Cso4> : (2.21)

0
It (@CeiSw) + oy

onde M, é a massa da argila (ou massa de outras substancias na rocha do reservatoério

Q(Cczuwfw(sw,ﬁc“ﬁMg)) 9 ( ((b,sw) 0 CCI> (2.22)

que captura ions divalentes) e é considerada ser constante no tempo, D é o coeficiente
de difusao que depende da adgua saturada e porosidade e pode ser expressa pela difusao

molecular D,,, pela seguinte regra

D(¢, $w) = Dp?sd, (2.23)

onde p e ¢ sdo parametros obtidos em modelos empiricos ou experimentais. A massa da

argila possui unidade de [Kg/I]
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No sistema existem duas saturagoes desconhecidas: dgua (s,) e 6leo (s,); a velo-
cidade de Darcy w; uma varidvel termodindmica: temperatura, 7' (a temperatura varia
varidveis como as densidades p,, e p,); cinco concentragoes para os fons dissolvidos: calcio
Ccq, magnésio Cyyg, sulfato Csp,, sédio Cy, e cloro Cgy. Entretanto, como estamos assu-
mindo fluxo isotérmico, entao 7' é constante. Desde que (1.20) seja satisfeita, podemos
provar que a velocidade de Darcy u é constante (veja Capitulo 1), além disso temos mais

uma restricido Eq. (2.6).

Desse modo temos, no total, 7 equagoes diferenciais, as quais explicamos a seguir.
Inicialmente, temos a conservacao de massa de dgua e 6leo, Egs. (1.33) e (1.34), mas como
provado no Capitulo 1, sob as hipoteses tomadas no modelo, uma delas é depedente da
outra, de modo que vamos considerar apenas (1.33) e a equagao algébrica (1.20). Além
disso, temos as equagoes (2.18)-(2.22) e (2.6), o que torna uma das equagoes (2.18)-(2.22)
linearmente dependente das outras. Entretanto, como tal dependéncia nao é muito explicita,
iremos utilizar o sistema (2.18)-(2.22) e (2.6) para fazer simplificagdes quando necessario.
Além disso sabemos que T e u sdo constantes de modo que o nosso sistema tem o nimero

correto de equagoes e incognitas para poder ser resolvido.
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3 Simplificacao do modelo: quatro ions dis-
solvidos C'a?t Na', SO; e Cl™

Apesar de deduzirmos um modelo completo, vamos desenvolver nessa dissertacao,
solucoes para o modelo no qual consideramos apenas o fon célcio Ca?" e o fon sédio
Na™ sendo absorvidos pela superficie X . Um trabalho futuro é a extensao dessa teoria

considerando mais ions e equacoes.

Dessa forma, esse capitulo apresenta um problema simplificado para obter uma
solucao analitica para o caso isotérmico do fluxo de agua, 6leo e ions dissolvidos no
meio poroso. Neste problema, injetamos dgua salgada no meio poroso com agua e Oleo.
Assumimos que os fons presentes sio C'a®", Nat, SO~ e Cl~. Os sais na dgua neste caso
sao o cloreto de sédio (NaCl) e o sulfato de calcio (CaSOy).

As reagoes (2.1)-(2.2) reduzem-se a (2.1)
1
ECCLQJr +NaX = Ca1 X + Na™,
sendo X~ a superfécie do material orgdnico presente no meio poroso. Usando a lei ideal
do equilibrio quimico, K¢qn, ¢ dado por (2.3.a)

KC Na = 5Ca7NaCNa
e 6Na V ’YCaCC’a ’
onde Yy, € Yoo sdo dados por (2.4). Assumindo que a capacidade de troca de cations CEC

é constante, isto é,

2BCa + BNa = CEC, (31)
podemos obter, similarmente para (2.7)-(2.9), Bcq € Snq como funcao de Ce, € Cy, como
KcoonaVVcaCooCEC
BCa(CCmCNa) = ol JCaZC > (32)
2[(CaNa V ’YCaCCa + ’YNaONa
YNaCNnaCEC

a C a,c a) — . 3.3
Pa(Cea; Cna) 2KcanaVcaCla + YNaCNa (3:3)
Além disso, derivando a equagao (3.1) obtemos uma outra importante igualdade

8600, a5Na
2 =0 3.4
oc, ~ac, (3:4)

onde i = Ca, Na. Essa equacao serd importante futuramente e simplificard muitas expres-

soes facilitando na andlise das soluc¢oes do sistema.

Aqui, podemos executar um tratamento similar antes utilizado. Indentificamos os

efeitos da baixa salinidade sobre a permeabilidade relativa de cada fase. Assumimos que
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estas permeabilidades sdo apenas modificadas pela dessorcao de ions positivos divalentes
Ca" pela superficie. Para utilizar essa metodologia, introduzimos uma funcao peso H(Scq)
que vale 1 se nao existe dessorcao de ions pela superficie e vale menos que 1 se existe

dessorcao. A quantidade de ions dessorvidos é dada por
m(Bea) = max{ B2, — Boa(t > 0),0}. (3.5)

Aqui fea(t > 0) e 82, é a quantidade de fons dessorvidos pela superficie para

tempos t > 0 e tempo inicial ¢ = 0, respectivamente.
Usando m(fcq), a fungdo peso H(fBcq) € escrita como

1

a _ 3.6
H(Bee) = T rn(Ben) (36)
onde r é uma constante. A permeabilidade relativa da agua k,,, é escrita como:

Kruw (8w, Bea) = H(Boa)k)y (sw) + [1 = H(Bea) Ik (sw), (3.7)

onde k5(s,) é a permeabilidade relativa predeterminada da dgua em alta salinidade e
kLS(s,) é a permeabilidade relativa predeterminada da dgua em baixa permeabilidade, na
qual depende apenas da fase saturada. Analogamente definimos a permeabilidade relativa

do 6leo como
kro(Sw; Bca) = H<50a>k£5(50) +[1 - H(ﬂca)]kfos<30)- (3.8)

Como estamos assumindo que (1.20) é satisfeito e que T é constante, entao é
simples ver que p,, e a velocidade sdo constantes usando a conservagao de massa para agua
e Oleo. Para simplificarmos o sistema vamos fazer a troca de variaveis (z,t) — (z/u,t/¢).
Além disso, desconsiderando a difusao é considerada muito pequena comparada com as

outras escalas do problema, o sistema de equagdes (1.33) e (2.18)-(2.22) pode ser escrito

na forma
0 0
asw + %fw(swa BCa) = Oa (39)
O (Cousu+ BeaMe) + - (CeaFulsu, Bew) =0, (3.10)
0 0
(975 (CN(ZSU) + BNa c) a (CNafw(S’w7BCa)) - ; (311)
0 0
atCSO45w 9 (Cs04 fu (5w, Bea)) = 0, (3.12)
0 0
&CCZSM 9 (Cetfuw(sw, Bea)) = 0. (3.13)

Das equagoes (3.2)-(3.3) e (2.4), observamos que ; para I = Ca e Na dependem
de Cea, Cna, Cso, € Cey, por causa do parametro v; que depende da forca ionica 1, dado
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por (2.5), que depende de todas as concentragoes (Cca, Cna, Cso, € Ccr). Contudo, para
simplificar nossos calculos, podemos desconsiderar a dependéncia de 5; (para [ = Ca e Na)
em Cgp, e Cey, porque esta dependéncia é pequena comparada com as outras variaveis do

sistema.
Podemos escrever o problema geral (3.9)-(3.13) de forma genérica

aG(V)  OF(V)
ot T on

=0, (3.14)

onde as variaveis desconhecidas sdo escritas como um vetor V' = (s, Coq, Cna, Cso,, Cct),
a funcdo de acumulacdo G(V') = (Sw, CoaSw + BcaMe, CnaSw + BnaMe, Cs0,Sw, CorSw) €
a fun(;éo de fluxo F(V) = (fwa CC’afun CNanM CSO4fw7 CC’lfw)~

Ja que existe apenas uma saturacgao, assim como apenas um fluxo fracionario
relacionados a 4dgua, vamos a partir de agora abandonar o sub-indice w ciente de que
podemos recuperar os valores da saturacao da agua como também a saturacao do oleo via
(1.20).

3.1 Solucoes Suaves ou Rarefacoes

Usando o método das caracteristicas para encontrar as solugoes suaves de (3.14), é
possivel encontrar as velocidades das caracteristicas e, posteriomente, as curvas integrais
e de rarefacdo. Estas estruturas (solugoes) sdo importantes para resolver o problema de
Riemann. Uma discussao maior serd feita no Capitulo 4, onde iremos apresentar as solugoes

do sistema.

Admitindo que V(z,t) = V (&), no qual £ = x/t e assumindo que V' é uma funcao

suave, aplicando a regra da cadeia e reescrevendo (3.14) temos

85_0

9 %3
or

o6 9
o€ A

B (V>§+ 8—5(‘/) (3.15)

sendo B e A as matrizes jacobianas de G(V) e F(V'), respectivamente, com respeito a
V = (Sw, Cca; Cna, Cso,, Ccr). Para o sistema (3.9)- (3.13), B e A sao dadas por

1 0 0 0 0
CCa s+ Mc aBCa Mc 860@ 0
aﬁaccd 8031
B = Na Na (316)
a Mc Mc
CN 8OCa S+ 8C’Na 00
Cso, 0 0 s 0

Cea 0 0 0 s
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e of o 0 00
888 8CCa8 8(]%
CCal f CCa f CCa 0 0
gs aaoca 30]\51
A= CNal Cnog—=—— / f—I—CNa / 0 0]. (317)
%Sf 3%7?& ngNa
Cso, (rgés Csoy 7 % (}Ca Csoy 7 ~— %C [0
Cczg Cor==— aCen Coimai— 9. 0 f

As velocidades das curvas caracteristicas sdo os autovalores A = A(V') do sistema
Ar' = \Br’ (3.18)

e 7 sdo os autovetores a direita.

Para encontrar \, precisamos resolver a equacao caracteristica
det(A—AB) =0 (3.19)

e 7, para cada A diferente, é obtido resolvendo (3.18). Porém para encontrar os autovalores
e autovetores usaremos o Teorema 3.1.1 e o Teorema 3.1.2, que serao enunciados logo a

seguir.
Dos autovetores podemos obter as curvas integrais satisfazendo

av

Enguq. (3.20)

As solucoes suaves, chamadas de curvas de rarefagdo ou rarefagcdo admissivel, sao

curvas integrais para o qual A\ cresce ao longo da curva integral, ou seja,

dA(V)

e = V)0 (3.21)

Maiores detalhes de como sao encontradas as rarefacoes podem ser vistos em [9].

3.1.1 Autovalores

Com o intuito de simplificar os calculos, para encontrarmos os autovalores, prova-

remos e usaremos o Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Seja um sistema hiperbolico da forma

s+ f(5,8), =0, (3.22)
(s¢+a(0))e + (f(s,0)0) =0, (3.23)
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sendo f : R — R, @ : R® — R" e as incdgnitas s = s(x,t) : RxRT — T e
as componentes do vetor ¢, ou seja, ¢; = ¢;(x,t) : RXRY — T no qual T = (0,1) e
i=1,2,...,n. Suponha que o fluxo fraciondrio seja suave (derivadas parciais continuas e
diferente de zero) e s > 0 V(z,t). Entao os autovalores do sistema (3.22)-(3.23) sao: o

autovalor de Buckley-Leverett, denotado por Apr, A, = =— e 0s autovalores que podem

0s

ser escritos da forma
f(s,6)
A = e—
(5,¢) s+ h(c)’

sendo h(¢) os autovalores da matriz H(¢), a matriz jacobiana de d(c).

(3.24)

Demonstragio. Iniciamos escrevendo o sistema (3.22)-(3.23) na forma (3.15). A matriz A

é escrita como

af af of
0s dcy T Ocn Vf
of o) of
A SaC 861014—]” 5o Cl1 _ aVf ny 01 ...0 (3.25)
gﬁcn gcflcn ccn—i—f cnVf 00 ... 1
=F+ fW, (3.26)
enquanto B pode ser escrita como
1 0 .. 0
a1 (c) a1 (c)
po| @ st o (3.27)
Oan(c) dan(c)
Cn Ocy T + Ocn,
1 0 ... 0 00 ... 0 0 0 e 0
¢ 0 ... 0 01 ...0 0 Zul ... ful)
= R S E R [ % (3.28)
cn 0 ... 0 00 ...1 0 %9 ... %l
=V +sW+H. (3.29)

Observe que para calcular autovalores, podemos usar o polinémio caracteristico a

partir do determinante:
det(A — AB) = det(F + fW — XAV +sW + H')) = 0, (3.30)

e se aplicarmos a operagao L; — ¢;L1 — L; as matrizes W e H' permanecem inalteradas,
no qual L; representa a i-ésima linha de qualquer matriz. Por outro lado as matrizes F' e

V' tomam a seguinte forma, respectivamente:

Vf

, oo ..o
Fr=| e Vi=| e (3.31)
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Entao temos que

or _

det(A — \B) = ( 5

)\> det((f — As)I — \H),
onde [ é a matriz identidade n x n e H é a matriz H' sem a primeira linha e primeira

coluna.

A partir dessa equacgao obtemos o primeiro autovalor

_of

A 3.32
= (332)
Suponhamos agora que A # 0 e seja h = %, entao podemos escrever
1
det(A — AB) = <(;f — A) Xdet(h] — H), (3.33)
s

ou seja, h sdo os autovalores da matriz H, Jacobiana de a(c).

Portanto, se h é autovalor de H, temos

:f—)\s

h
N T s

(3.34)

como queriamos demonstrar. O]

Observe que o sistema do modelo (3.9)-(3.13) segue a forma do sistema do Teorema
3.1.1. Além disso, nao encontraremos autovalor nulo para o sistema pois f é diferente de

zero no intervalo s, < s <1 — s,,.

O primeiro autovalor do sistema, usando o Teorema 3.1.1 é,

_of
Aor = (3.35)

conhecido como autovalor de Buckley-Leverett, chamado assim em referéncia ao problema
classico de Buckley-Leverett onde apenas a saturagao varia, veja [2].

Agora, calculando os autovalores h(¢) da jacobiana da funcao vetorial a(c) em

nosso modelo, teremos

M 0Bca __ h M 9Bca 0 0

€OCcq €ICNa
M Cr95Na M 6ﬂNa _ h
det(H — hI) = det ¢0Cca €9CNa 00 (3.36)
0 0 —h 0
0 0 0 —h
a/BCa aBNa 8ﬁNa aBCa
=n (M —n) (M —h| = M2 :
" K “DCcn h) ( “DCxe h) “9Ccs aCNa] (3.37)
8600, aBNa 860(1 aBNa 8BNa aBCa
_ 72 2 o 2 a2
=h [Me 9Cor 9. hM., <3CCa + 8CNQ> + h* — M; 9Co 80Na] (3.38)
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Usando agora a equagao (3.4), temos que a equagao anterior reduz-se a

aBNa 1 aﬁNa
3 o = _
h [h M, <8CM 5 80@)] =0, (3.39)

0 que nos leva aos autovalores da matriz H

aﬁNa 1 aﬁNa)

hy = 0. (3.40)

:M _ =
o C(acNa 20Ccq

Assim, usando a equagdo (3.40.a), o autovalor da matriz do sistema original pode

ser encontrado

f 2f
A = - . (3.41)
9BNa 9BNa 9BNa OBNa
s— M. (Ghe — 550) 25+ M. (250 - o)
Por outro lado, se tomarmos (3.40.b), entdo o autovalor da matriz original fica
f f
Ao = ==, 3.42
T s—0 s ( )
3.1.2 Autovetores
Dado o sistema (3.22)-(3.23), podemos escrevé-lo da seguinte forma

up + A(u)u, =0, (3.43)

onde u = (s &)T e
A(u) — f8(57 C) (fc(S, C))T (3 44)
0 f(s,e)(sI+H(c))™" )’ .

aqui fs(s,¢) = gf(s,c), fe(s,c) = (gcff . gg;) e H(C) ¢ a jacobiana de a(c).

Com o mesmo intuito de facilitar o cédlculos, usaremos o Teorema 3.1.2 para

encontrar os autovetores do sistema.

Teorema 3.1.2. Seja u = (s,c) € 1", Sob as hipdteses de suavidade da solugio, os

autovetores de (3.44) podem ser escritos d na forma

7= ({fels,0),€), (A = fi)e) € I", (345)

onde e = e(c) € R" sdo os autovetores de H(c), matriz jacobiana de a(c) que possui inversa

por hipdtese, correspondente ao autovalor h(c).

Demonstracio. A demonstragao deste teorema pode ser verificada através do seguinte
calculo direto,
(A(W) — A= ( fols:0) = A Uels, )" ) ( (fe(s,0).€) )
0 f(s,o)(sI+ H(c)) ™ = A (A — fs(s,0))e
_ ( (f8<37 C) o )‘)<f0<3> C)? €> + ()‘ o fS(S’ C))<f6(s> C>7 €> ) . (3.46)
(f(s,e) (s + H(c))™ = A)(A = fi(s,c))e
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Se 7 ¢é um autovalor de A(u), entao o resultado da equagao (3.46) é igual ao vetor
nulo. Na primeira linha de (3.46), obtemos o resultado desejado, ou seja, a primeira
coordenada do vetor é igual a zero. A partir da segunda linha em diante, é suficiente
mostrarmos que:

(f(s,e)(sI+H(c)) ™' =Ne=0 (3.47)

Agora, como temos por hipotese que (sI+H(c))™! tem inversa, podemos multiplicar
por (sl + H(c)) ambos os lados de (3.47) e mostrar que o lado esquerdo dessa equagao

também se anula. Assim fazendo esta operacao temos que

(sI +H(c))(f(s,c)(sI + H(c)) ™ — Ne = (f(s,o)I — A\(sI + H(c)))e
= f(s,e)le— sﬁ‘;(cc)) (sIe + H(c)e)

= f(s,c)e— SJIZ(C(Z) (se + h(c)e)
= f(s,c)e— 5{528) (s+ h(c))e=0.

ou seja, (3.45) é um autovetor e obtemos assim o resultado que queriamos demonstrar. [

Resultados similares aos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 podem ser encontrados em [14].

3.1.2.1 Célculo dos Autovetores para a Matriz a Jacobiana de a(c)

Inicialmente é necessario obter todos os autovetores da matriz H, a jacobiana de

a(c).

Para o primeiro autovalor hy = M, ( OBy “), substituindo na matriz (3.36)

1
9Cca  20Ccq
e usando a equagao (3.4) temos

(H — hyI)vy;, =0, (3.48)
O9BNa 0Bca
—aCn O 0 0 vy 0
9BNa 1 98Na
M,| 9. 2oCe ’ ! v | |0 (3.49)
c 198xa _ OBna ’ '
0 0 35ces ~ oo 0 vs 0
1 98Na 9BNa
0 0 0 5£~Za - agxa U4 0

Este sistema deve ter infinitas solugoes e uma vez que a terceira e quarta linha da
matriz do sistema sao linearmente independentes, temos que é necessario que a primeira

e a segunda linhas sejam miltiplas uma da outra. Desconsiderando a primeira linha e

0BNa 00na  10BNa . , ~ ,
desde que agza #0e agza —3 ag];a # 0 (isso serd demonstrado na segao 3.1.3), apés
algumas operagoes elementares, o sistema fica

U1 0
2100 0
v
0010 2= , (3.50)
V3 0
0001
V4 0
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ou seja, a solucao do sistema sao todos os vetores multiplos do autovetor

T, = (1,-2,0,0). (3.51)

Analogamente, tomando agora hy = 0, substituindo em (3.36) temos

(H — hyI)vi;, = 0, (3.52)
9Bca 9Bca
MG2ee M2 0 0 [ u 0
98Na 9BNa
Megce, Megey, 00 vl |0 , (3.53)
0 0 00 || v 0
0 0 00 )\ v 0

o qual, apds usarmos a equagao (3.4) e aplicar a operacao elementar Ly + 2L; — Lo,

torna-se
0BNa  9BNa
BCZG 60%(} 00 U1 0
0 0 00 vy | 0 (3 54)
0 00 U3 0 '
00 V4 0

A solucao para o sistema homogéneo com a matriz (3.54) pode ser qualquer vetor

T, € R* escrito através da seguinte combinacao linear

9BNa
2 0 0
;i LR N I P (3.55)
Upy, = C a c c : :
h 1 0 2 1 3 0
0 0 1

onde ¢; € R, com i = 1,2, 3. Assim, com esse autovalor obtemos trés autovetores, ou seja,
o autovalor possui multiplicidade algébrica e geométrica trés. Denotaremos os autovetores

POT Uh, 1, Uhy2 € U, 3, respectivamente, definindo-os como

N o a5Na 8BN(1

Pharl = ( OC N, aCCa’O’O> ’ (3:56)
Tpy2 = (0,0,1,0) e (3.57)
Thys = (0,0,0,1). (3.58)

E agora, com os resultados dos autovalores e autovetores da matriz H, podemos

encontrar os autovetores do sistema original na forma de (3.44).
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3.1.2.2 Autovetores do Sistema Original e as Curvas Integrais

Para o primeiro autovetor associado ao primeiro autovalor \;, temos a partir do

Teorema 3.1.2 e do autovetor (3.51) que

FM = (<f0(37 6)7 77h1>7 (>‘1 - fS(Sv C))Ufn) > (3-59)

ou seja, podemos tomar o autovetor como

L[, 0f ar of of
T/\l_(260Na_800a’85_)\1’2<)\1_8s 0,01, (3.60)

sendo \; dado por (3.41).

Vamos observar agora como sao as curvas integrais associadas a esse campo vetorial.

As curvas satisfazem a equagao (3.20), que pode ser escrita como:

0s 9Cca 0Cna OCso, OCcr\ _ (, 0F _ 0f of \ ,( ~_9f\
o’ o o o T o )] \"0Cn. 0Cc. 8s NI\ as) )

(3.61)

Da equacgao (3.61), as concentragdes Cso, e Cg; sao constantes. Além disso as

variaveis s, Cq, € Cy, satisfazem o seguinte sistemas:

ds aof  of

875 N 280]\[(1_800@7 (362>
0Coa  Of

e = g (3.63)
ac(Na _ 8f

i 2<>\1 as>’ (3.64)

onde \; é dado por (3.41).

Podemos resumir as informacdes sobre as curvas integrais da primeira familia na

seguinte preposicao.

Proposicao 3.1.1. As curvas integrais associadas ao autovalor A1, Eq. (3.41), sdo for-
madas de apenas um ramo associado ao autovetor 7y,, FEq. (3.60), no qual Cso, € Ceoy sao
constantes e s, Co, € Cy, satisfazem o sistema (3.62)-(5.64).

A Figura (9) ilustra a solu¢do do sistema para uma condigao inicial arbitraria
(ponto em azul). E possivel também observar nesta mesma figura que a curva integral é
uma curva no espaco fase, podendo inclusive admitir valores que nao tém interpretacao
fisica. Observe que existem pontos na curva o qual valores de concentragoes admitem
valores negativos. Portanto, quando estivermos considerando as ondas de rarefa¢oes em
busca das solu¢oes do problema geral, iremos considerar apenas pedacos da curva no

intervalo que tenha sentido considerar as concentragoes Cc, € Cng.
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-

0.315 —

0305 — \

0.295 —

Saturacao

0.285 — ~__ “

“sédio (Na)

3 -10

Calcio (Ca)

Figura 9 — Curva integral projetada no espaco (s,Ccq, Cng), associada ao autovalor A\
para alguma condigao inicial (ponto em azul).

Antes de calcularmos o primeiro autovetor 7, ; associado ao segundo autovalor

do sistema original, vamos enunciar uma proposi¢ao que nos ajudara na simplificagao da
expressao desse autovetor.

Proposigao 3.1.2. Seja F = F(0) com 0 = 0(71,7) uma fungao derivdvel para todo
ponto (71,72) € Q C Rt x R, entdo

OF 90 _OF 00 _
071 072 072 O

Demonstragao. Calculando explicitamente, temos:

OF 09 OF 08 OF 99 96 OF 90 90

OOy 010y 0007y 0v 000707

]

Para o autovetor associado ao autovalor Ay, temos a partir do Teorema 3.1.2 e do
autovetor (3.56) que

F)\Q,l = (< fC(87 C)a th,l >, ()\2 - fs(s7 C))’th,l) ) (365)
ou seja,
N o 8f 861\[(1 af 8/BN(1 aﬂNa aﬁNa
7’)\271 - ( acca 8CNa aCNa ac«ca7 ()\2 f8(87 C)) 80]\/'@7 ()\2 fs(s> C)) 8CCa ) Oa O) .

(3.66)
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Usando o resultado da Proposicao 3.1.2 na primeira coordenada, temos que o

autovetor 7,1 pode ser escrito como

0CN. 0Cc, (3.67)

- — () 861\/& aﬁNa

M1 = (A2 = fi(s,¢)) | 0, 0,0).
Da mesma forma que procedemos com o primeiro autovalor A;, vamos observar

como sio as curvas integrais associadas a segunda familia. Tais curvas satisfazem (3.20),

que nesse caso podem ser escritas como:

0s 9Ccq OCna 9Cs0, OCc
o o9& T o¢ T 9E T o€

— aBN(I a6Na
— (Mo — fu(s,0)) (0’_8(7%’ 8Cca’0’0>' (3.68)

Da equagdo (3.68), podemos escrever o seguinte sistema

aCCa o a6Na aC(Na o a6Na
o (A2 — fs(s,0)) 9Cn. e o (A2 — fs(s,0)) 9Ce. (3.69)
Se (A2 — fs(s,¢)) # 0, entao dividindo a equagao (3.69.a) pela (3.69.b) obtemos:
0Cca __Bna (0Bva) ' _ OBva OBNa e _
9Cn. ~ 0Cw, (aCCa> = 9Cn. 0CN, + 9Ce. 0Cc, =0, (3.70)

ou seja, a diferencial total de [y, é zero, portanto, Sy, é constante ao longo dessa curva.
Dessa forma, a curva integral satisfaz s, Cso,, Cci e Bna constantes se (Ay — fs(s,¢)) # 0.
Para os valores para os quais (A — fs(s,¢)) = 0, a curva ainda pode ser desenhada,

entretanto devemos entender isso como um processo de limite.

Para os autovetores 7, 2 € 7, 3, procedemos da mesma forma e obtemos os auto-
vetores a partir dos autovetores de matriz H, que sdo dados v, 2 € U, 3, (3.57) e (3.58),

respectivamente. Logo, obtemos facilmente que

a2 = (< fel$,€),Tny2 >, (A2 — fs(5,¢))Un,2) = (A2 — fs(s,¢)) (0,0,0,1,0) (3.71)

a3 = (< fe($,€),Tny3 >, (A2 — fs(s,€))Un,3) = (A2 — fs(s,¢)) (0,0,0,0,1). (3.72)

Utilizando o mesmo célculo feito para o campo 7y, 1, verificamos que se Ay— f5(s, ¢) #
0, a curva integral associada ao autovetor 7, » satisfaz s, Ccq, Cna € Cep constantes e

Cso, qualquer.

A curva integral associada ao autovetor 7, 3 satisfaz s, Ccq, Cng € Cso, constantes
e C¢; qualquer. Pela mesma observacao acima, podemos dizer que as curvas também podem
ser obtidas por um processo limite, entretanto, os valores para os quais Ay — fs(s,¢) =0

formam regiao de bifurcacao para a solucao, de modo que ela mudara ao cruzar tal curva.

Podemos resumir as informacoes anteriores na proposicao a seguir.
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Proposicao 3.1.3. Se \y — fi(s,¢) # 0, as curvas integrais associadas ao autovalor \g,
Eq. (3.42), sio formadas de 3 ramos:

1. Um ramo associado ao autovetor 7,1, Eq. (3.67), no qual s, Cso,, Cci € Bna SGO

constantes, veja Fig. (10);

2. Um ramo associado ao autovetor vy, o, Eq. (3.71), no qual s, Cca, Cna € Cep sGo

constantes e Cso, qualquer, veja Fig. (11);

3. Um ramo associado ao autovetor 7, 3, Eq. (3.72), no qual s, Ccq, Cna € Cso, s@o

constantes e Cey qualquer, veja Fig. (12).

Caso Aa — fs(s,¢) =0 temos uma regiao de bifurcagio para a solugdo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Calcio (Ca) x10™"

Figura 10 — Curva integral projetada no plano (Cc,, Cyn,), associada ao autovalor Ay e ao
autovetor 7,1 para alguma condigdo inicial (ponto em azul).

Veremos mais a frente que a regiao onde Ay — fs(s,¢) = 0, faz parte do local de
inflexdo da familia A{, Proposicao 3.2.1. Além disso, veremos que a familia A\, é linearmente

degenerada, Proposicao 3.2.4.

Finalmente, para o tltimo autovetor associado ao autovalor Agy, citado no Teorema
3.1.1, nao podemos usar o Teorema 3.1.2 pois Agy nao é autovalor de H. Porém, observe

que o vetor
7sr = (1,0,0,0,0). (3.73)

é um autovetor do sistema. Este resultado pode ser justificado a partir da observacao
da matriz original A — Ag; B. Dessa forma, na curva integral para essa familia, apenas

a saturacao s mudarda. Esta matriz contém a primeira coluna nula e os outros elementos
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Sulfato (SO4) x10™

Figura 11 — Curva integral projetada no plano (Csp,, Cc), associada ao autovalor A; e ao
autovetor 7, o para alguma condigao inicial (ponto em azul).

x10~

I I I I I I I I
1 2 3 7 8 9 10

Sulfato (SO4) x10™

Figura 12 — Curva integral projetada no plano (Cgo,, Ce;), associada ao autovalor A; e ao
autovetor 7, 3 para alguma condigao inicial (ponto em azul).

da matriz ndo possuem derivadas com relacao a s. Isso impossibilita que outros linhas ou

colunas tornem se nulas. Assim, podemos verificar pelo produto
(A= ApLB)rsL =0, (3.74)

0 que caracteriza a propriedade dos autovetores.

Analogamente, iremos resumir essas informagoes em uma proposicao.
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Proposicao 3.1.4. As curvas integrais associadas ao autovalor A\g, Eq. (3.32), sdo
formadas de apenas um ramo associado ao autovetor m,,, Fq. (3.73), no qual Coq, Cna,

Cso, € Cey sao constantes e apenas s varia, veja Fig. (13).

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Saturacao

Figura 13 — Curva integral projetada no plano (s, C¢,), associada ao autovalor Agy, e ao
autovetor 7'y, para alguma condigdo inicial (ponto em azul).

Observe que obtemos assim, uma base do R® formada com os autovetores do sistema
(caracteristica de todo sistema hiperbdlico). E finalmente encontramos as cinco ondas de

rarefacoes resumidas nas Proposicoes 3.1.1, 3.1.3 e 3.1.4.

3.1.3 Ordem dos Autovalores

Esta secao tem como finalidade ordenar os autovalores. Estamos interessados em
saber essa informacao pelo fato que toda solu¢ao do problema de Riemann é construida

da familia mais lenta para a familia mais rapida (ver [9]).

Nossa primeira tarefa sera definir a seguinte funcao

aBNCL _ laBNa
OCne 20Cc, )’

W(Ccm CNa) = Mc ( (375)

que é exatamente o autovalor hy, e mostrar que ela é sempre positiva.

A demonstragao deste fato é bastante dificil (sendo impossivel!) uma vez que as
expressoes das derivadas de Sy, sao bem complicadas. Porém, como todos os valores das
concentragoes de C'a e Na definem um conjunto limitado tomando valores no intervalo de
107" a 10™*, podemos verificar graficamente o sinal de 1(Cc,, Cna). A Figura 14 abaixo

mostra o grafico desta funcao para todo o dominio em que estamos interessados em
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procurar solucdes para o sistema. E possivel ver graficamente que a funcao N(Ccas Cna)

nao se anula para nenhum valor do dominio (C¢q, Cn,) € sempre assume valores positivos.

0.8

0.6
T](C(';I,CN;\)

0.4

0.2

4

6

Calcio (x10°0) 6 4 Sodio (x107)

Figura 14 — Grafico da fungao positiva 1n(Ccqa, Cna)-

Uma vez verificada a funcao positiva 1n(Ccq, Cna), segue direto que

f f
oG (3.76)

ou seja, A\ < g para todos os valores (s,Cc,, Cng). Resultado que podemos enunciar

CcOo1mao:

Proposicao 3.1.5. Como n(Ccq, Cna), dado por Eq. (3.75), é positivo em todo o seu

dominio de definicao, entdo o autovalor A\ € menor que Ao também em todo o dominio.

Nossa tarefa agora é dividir o espago tridimensional (s, Ccq, Cn,) em regides onde
saberemos qual a ordem dos autovalores (Agr, A1 e A2). Assim, dado um ponto (s, Ccqa, Cna),
queremos saber qual o menor autovalor, o intermediario e o maior. A préxima Proposi¢ao

3.1.6 nos ajudard nessa tarefa.

Proposicao 3.1.6. Seja f(s, fca(Ceoa, Cna)) uma fungdo continua e estritamente cres-
cente definida pela equagdo (1.24.a). Suponha s; e sy pertencentes a um intervalo onde a

fungdo é concava. Suponha ainda que

f(slvﬁNa(OCa*, CNa*)) _ af
51 +1CousCnar) 05 o1 PalCcar, Onar)) (3.77)
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f(s2, Bna(Coary Cnar)) _ ?0(82’5%(00&*’0]\,(1*))’ (3.78)
59 S

sendo Ceoax € Cng concentracoes fixas de cdlcio e sodio, respectivamente. Entdo s, > Ss.

Demonstracao. Inicialmente, perceba que como Cgy+ € Cyg+ sao concentragoes fixas, entao
a fungao f(s, Bca(Ceoar, Cnar)) = f(s), ou seja, a funcao de fluxo depende apenas da

saturacao.

Inicialmente, suponha que s; < s5. Logo podemos escrever que
Sg = $1 + €, (3.79)
para algum € > 0. Como a funcao é estritamente crescente, entao temos que
f(s1, Bna(Cears Onar)) < f(S2, Bna(Coars Cnar))- (3.80)

Dividindo esta inequacao por s,, teremos

f(slyﬁNa(CCa*acNa*)) < f(32>BNa(CCa*>CNa*))

(3.81)
So S2

f(s1, Bva(Cw, Onar)) _ f (52 BvalCur, Onar)) (3.82)
S1+¢€ 52

Uma vez que tanto € como 1(Cgqx, Cng+) sdo valores positivos, podemos substituir
tanto um pelo outro sem perda de generalidade. Dessa forma, podemos escrever que

f<317BNa(CCa*7 CNa*)) _ f(51> 5Na(CCa*, CNa*))
Sy 4 ¢ s1+n(Ceor, Cnar)

(3.83)

Agora, usando Eq. (3.77) e (3.78), a inequagao (3.82) pode ser escrita como

0 0
O (51, Bl G Oxar)) < T (53, Brva(Cer, Cover)). (3.84)

Expandindo o lado direito da inequagao (3.84) em uma série de Taylor em torno

do ponto s = s1, vemos que

0 0
O (51, Bl Con ) < 2 (51, Ba( e, Oova)) +

com 6 € (s1 —e,51 +¢€).

02 f

5@(9, 6NG(CC(1*; CNa*))a (385)

Finalmente ao cancelar as parcelas em comum, vemos que

0*f

0<e—=
5832

(0, Bra(Coars Cnar))- (3.86)

Ora, uma vez que a func¢io é concava no intervalo contendo 6, a derivada segunda
da funcao de fluxo é negativa. Assim, a equacao (3.86) nos mostra que necessariamente

e < 0. Uma contradigao com (3.79). Portanto, s; > ss. O
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Graficamente, a Proposi¢ao 3.1.6 nos diz que tomando as retas de angulagao (3.77) e
(3.78) que tangenciam a curva f(s, Boq(Cear, Cngr)) nos pontos (s1, f(s1, Bca(Coar s Cnar))
e (82, f(s2, Bca(Coar, Cnar)), Tespectivamente, entdao teremos s; a direita de sp. A Figura

15 abaixo ilustra este fato.

Note que s1 = $1(Cca, Cna) € $2 = $2(Cca, Cna), Ou seja, é uma superficie no plano

(s,Cca, Cna), veja Figura 16.

Fluxo Fracionario (Agua)

Iz 1l |

— a UNa O A s ]
1 Ctu ,Ch Saturacao (Agua) wo

Figura 15 — Interpretacao geométrica da Proposicao 3.1.6.

Além disso, analisando ainda a Figura 15, podemos provar a seguinte proposicao:

Proposigao 3.1.7. Tome s, satisfazendo (3.77) e sq satisfazendo (3.78). Entao:

1. Para s < s9, temos que \y < Ay < Apr..
2. Para s € (83,81), temos que A\; < Agp < Ag.

3. Para s > s1, temos que A, < A1 < As.

A Proposigao (3.1.7) é de grande importancia uma vez que poderemos descobrir
intervalos da saturagao onde as os autovalores serdo ordenados do menor para o maior.
Além disso, ela nos mostra que existem duas superficies que nao tém intersecao onde as
equagoes (3.77) e (3.78) sao satisfeitas. A Figura 16.a ilustra que para todo ponto fixo
(Ccar, Cngr) no dominio, s; é maior que s5. A Figura 16.b mostra duas superficies fora
de escala que nao se interceptam, dividindo o espago em regioes onde Ay, < A\ < Ao,

>\1</\BL<)\26)\1<>\2<)\BL‘
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Figura 16 — 16.a: Para cada ponto fixo (Cggr, Cnex), S1 maior que so. 16.b: Superficies
(desenho fora de escala) onde (3.77) e (3.78) sdo satisfeitas.

Na préxima segdo, Secao 3.2, veremos que uma dessas superficies, Eq. (3.77),

corresponde ao local de inflexdo da familia A;.

3.2 Locais de Inflexao

As curvas de rarefacao sao uteis para construir ondas onde os autovalores variam
monotonicamente. A inflexdo é uma estrutura no qual a monotonicidade falha, assim

curvas de rarefagdo param nesta curva.

Qualquer estado V' na curva de inflexdo obtida pelo autopar (\;, 7;) satisfaz:

VA(V) - 7(V) = 0. (3.87)

Esta estrutura tem codimensao um no espago de estados V.

Locais de Inflexao para )\,

Os locais de inflexao para A1, usando (3.41), (3.60) e (3.87), é denotado por Z; e a

Proposicao 3.2.1, enunciada abaixo, nos dara a equacao deste local de inflexao.

Para auxiliar na demonstracao da Proposicao 3.2.1, vamos provar o seguinte lema:

Lema 3.2.1. Da equagio (3.41) e fixado o autovetor (3.60), obtemos:

V/\l . F/M = ch (gi — )\1) W(Cca, CNa); (388)
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no qual

- 82ﬁNzJL aQBNa

9284
w(Cea, Ona) = e +2 —3 Fn

902,  “0Cna0Ccq’

(3.89)

A prova do Lema 3.2.1 pode ser encontrado no Apéndice C.
Observamos agora que a fungao w(Ceq, Cng), definida por 3.89 é sempre positiva.

Procederemos da mesma forma que na Segdo 3.1.3 com a func¢ao 1n(Ccq, Cna)), ou
seja, uma vez que a expressao da fungao w(Ce,, Cng) € bem complicada (mais do que a
fungao 1n(Cca, Cna)!), vamos justificar o sinal da fungdo graficamente. A Figura 17 mostra
o grafico da funcio para os valores em que temos interesse em resolver o sistema. E possivel
observar que para todos os valores das concentracoes Ce, e Cy, 1o intervalo de 1077 a

1074, a funcdo é positiva.

(x10%)
10

6
4 Sédio (x10°)

4
Célcio x107) 6

Figura 17 — Grafico da funcao positiva w(Ceqa, Cna)-

Além disso, para valores de saturacao no intervalo s,, < s <1 — s,,, a funcao de

fluxo f é positiva (veja Figura 8).

Assim, o local de inflexdao Z; é dado pelo conjunto

_ I
T, = {VGR /A = as}’ (3.90)

onde V' = (s,Cca, Cna, Cso,, Ccr) € A e dado pela equagao (3.41).

Com o resultado do Lema 3.2.1 e da observacao acima podemos também estabelecer

a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.2.1. O local de inflexao I, dado pelo conjunto (3.90), é um estrutura
bidimensional no espago projetado (s, Cca, Cna). Além disso, quando consideramos V =

(s,Cca, Cna, Cso,, Cet), torna-se uma estrutura 4 dimensional regrada em Cso, e Ccy.

Note que o local de inflexao esta exatamente sobre o conjunto de coincidéncia entre
os dois autovalores Ag;, e A\;. Além disso, esse conjunto separa o espago fase em duas

regides onde a ordem dos autovalores mudam, veja Secao 3.1.3.

Olhando para o Lema 3.2.1 também podemos estabelecer parte da estrutura da
solucdo associada a curva integral. Sabemos que quando VA - 7y, > 0, a curva integral na
direcao do autovetor é uma rarefacdo e a contraria é um choque. Portanto, conhecendo o

sinal de VA - r), nas regioes dividida por Z;, podemos enunciar a seguinte preposicao:

Proposicao 3.2.2. Se B > A1, a curva integral na mesma direcao do autovetor é uma
S

0
rarefacdo admissivel. Se 8f < A1, a solucao na direcao do autovetor é um choque.
s

Agora, somos capazes de estabelecermos o sentido de crescimento das quantidades
8, Ceay Cna, Cor e Csp, através da andlise do autovetor ry,. Pelas equagoes (3.63)-(3.64)

e pela Proposicao 3.2.2, podemos verificar que como ao longo da rarefacao

dCoa _0f dCNa_2<A 8f>
a — 1 )

e os % T

O0s

entao Cg, cresce e Cy, decresce ao longo da rarefagao. Além disso, a projecao da curva

de rarefacdo no plano (Cgq, Cng) € uma reta de coeficiente angular -2.

Entretanto, a analise para a saturacao demanda um pouco mais de calculos, visto

que a EDO para a rarefacao satisfaz Eq. (3.62)

ds _, of _ of
dé ~ “9Cn.  9Cca

Através da defini¢ao de f,, dada em (1.24), e das permeabilidades relativas, dadas
em (3.7) e (3.8), podemos calcular

krw Okrw Okro

3f . MT _9C; kro - aC; krw 391
80@ N ki —|— ko N krw kro 2 ( . )

Hw Ho Moy o (,LLT + ;)

para i = C'a ou Na.
Usando (3.91) em (3.62), temos, apds alguns calculos:
9 9 9Ok _ Ok ) o (9 Okro _ Ok )}

9 f f _ ( 9CNa 3CCa> ( 9CNa 3CCa> ' (3_92)
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Através da defini¢ao de k., € ko, Eq. (3.7) e (3.8), ap6s alguns tediosos calculos

podemos escrever

of of (kfoskﬁus — EHSELS ) (2 agia B a(gc]a)

K TN (e

(3.93)

Note que apesar da fun¢do de fluxo depender de s, Cg, e Chy,, conseguimos
desacoplé-la em duas parcelas. Uma delas depende exclusivamente da saturacao, que
6 KLSEHS _ LHSELS B possivel fazer uma analise mais detalhada sobre o sinal dessa

quantidade, entretanto, como depende apenas de uma variavel, o grafico ja é suficiente.

LS1.HS _ 1.HSL.LS
kokny — kik

Conforme podemos ver pela Figura 18, ol e

nunca é negativo. Dessa forma,

oOH

aC’Na B ac'C’a
quantidades sao positivas. Vamos fazer algumas consideragoes sobre tal quantidade.

OH  0H
aC'Na aCCCL

para analisar o sinal de (3.93), basta analisar 2 , visto que todas as outras

Usando a definigao de H, Eq. (3.6), fazer o célculo de 2
a regra da cadeia, obtemos

6H 8H _Tm/ (2 aBCa aBC’a )

2 — = —
8C’Na 8OCa (1 + rm)2 8CNa BC’CQ

. Ap6s aplicar

(3.94)

Observe que a fungdo m nao é suave, Eq. (3.5), entretanto, podemos defini-la de

modo que seja, mas mantendo o seguinte comportamento:

1. Se Bea(t > 0) > B2, entdo m(Bc,) = 0.

2. Se foa(t > 0) < B,, entiio m(Bea) = Bealt = 0) — Bea(t > 0).

—rm/

(1+rm)?
. Neste caso, basta usarmos as equagoes (3.1) e (3.75). Derivando (3.1) com

De modo que m’ nunca serd positiva. Dessa forma > 0. Fica faltando analisar

) 0B8ca 9Bca

aCNCL acc'a
respeito a Cgy € Cng, chegamos em (3.4), o que nos fornece

a/BCCL _ _laﬁNa e 850(1 _ _1 aBNa
0Ccq 20Cc, 0CNa 20C v,

(3.95)

de modo que

2

O0Cng  20C¢,

8BC(1 8/60a _ (aﬁNa 1 8/6Na> _ 1 (Oca, ONQ>. (396)

9Cna  0Cca L

Da equagao (3.75) e da Figura (14), vemos que 7(C¢q, Cna) > 0. Coletando todas as

ds
informacoes acima, temos que — < 0 ao longo da rarefagio, ou seja, a saturagao decresce

dg

ou permanece constante (veja esse comportamento da saturagdo na Figura 9).

Podemos resumir a andlise acima na seguinte Proposicao:

Proposicao 3.2.3. Ao longo da rarefacio da familia associada ao autopar (A\1,7y,),
saturagcao s € nao crescente, a concentragio Cgo, € crescente e a concentracio Cy, €

decrescente.
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0.018

0.016

0.014

0.012F

ro rw

0.008 |-

kLSkHS_ kHSkLS

o rw

0.006

0.004 -

0.002 -

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Saturacio

Figura 18 — Figura representando kLk1S — kHSELS  Qbserve que a quantidade nunca é
negativa.

Locais de Inflexao para A9

Para os autopares associados a Ay, usando (3.42), (3.67), (3.71), (3.72) e (3.87),

cada campo é um campo linearmente degenerado, pois se

_(of1 f Of 1 oOf 1
VA = (83 s 8270Cq, s 0Cn, S’O’ 0] (3.97)
entao
5 1 8f f 1 a.f 1 af a6C'a GﬁCa
Ao - - (=L L = i A ) _
VA2 M <3 0s 82 50Cq, s GC’NG’O’O 0, OCnN,’ 8CCG’O’O
1 of 0Bca df 9Bca)
- s< 9Con 9Cna T 9Cna0Can) (3.98)
onde a Proposi¢ao 3.1.2 foi usada na tltima igualdade.
Continuando os calculos para os outros autovetores, temos
L (1of f 1 Of 1 Of B
V= (15 - Lot oty 00) 00010 =0
. 1o0f f 1 of 1 Of
Ay T, =|—-——=—— 5, — — . 1)=0. 1
VA2 oo (s ds 827SGCCQ7SaCNa7O70 (0,0.0,0,1) =0 (3.100)

Podemos resumir o resultado na proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.4. O campo associado a familia \s € linearmente degenerado, i.e., as

curvas integrais e de choques coincidem.
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Locais de Inflexao para Apy,

Para o campo de Buckley-Leverett Agp, usando (3.32), (3.73) e (3.87), o local de
inflexao satisfaz a seguinte equacgao
0*f  O*f 0% f
0527 0C .08  OCnN,0s

o2 f
0,0)-(1,0,0,0,00=0 =  —2=0
7a)(77?7) 882

(3.101)

V)\BL ’ FBL = (

Entao o local de inflexao para esta onda, denotada por Zg;, é o conjunto

0*f
Trnr =V eR?/—L = 102
BL { € 952 0}, (3.102)

onde V = (s, Ceq, Cna, Cso,, Ccu).

Analogamente, podemos enunciar Zg;, com a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.5. O local de inflexio Ipy, dado pelo conjunto (3.102), é um estrutura
bidimensional no espago projetado (s, Ccq, Cna). Além disso, quando consideramos V =

(s,Cca,Cna, Cso,, Ccr), torna-se uma estrutura de dimensdo 4 regrada em Cgso, € Cey.

O local de inflexdo para Agy corresponde a todo ponto de inflexdo da curva de

fluxo (fixando C¢, e Chyy), veja Figura 15.

3.3 Ondas de Choque

Para entendermos o que sao as ondas de choques e a importancia na solugao do
problema de Riemann, vamos considerar inicialmente o caso onde o vetor V' tem apenas
uma coordenada (que denotaremos u), isto é, estamos tratando de um sistema com apenas
uma equagao. Inicialmente, considere uma solugao u(x,t) tal que u(x,t), F(u) e suas
derivadas sao continuas em todos os pontos exceto sobre a linha x = z(¢) no plano z — ¢
no qual a u(z,t) tem uma descontinuidade do tipo salto. Além disso, tomamos como
funcdo de acumulagdo G(u) = u. Selecionamos dois pontos fixos z, e xg no eixo = tal que
xr < x(t) < zgr (Figura 19). Usando a lei de conservacao na forma integral discutida no

Capitulo 1 (veja Exemplo 1.2.1) no intervalo [z, zg|, temos que

Flu(zs,t) — Flu(zn,t) = jt ( / o u(x,t)dx) ,

N Y S
= /EL u(x,):c—ir/m(t)u(a:,)x ,
z(t) O TR O
_ g g 1
/x gt [ (e tyde, (3103)
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e usando o fato de estarmos sobre a caracteristica « = x(t), aplicando a regra da cadeia,

temos que
2(t) da ) N
Flu(z,t)) — Flu(zr,t) = / wda + Tula(t), 1) + / Rz —u(m(t) 1),
Ty, t
z(t)
= / utdx+/()utdx+vs(uL—uR), (3.104)
T, x(t

onde z(t)~ e x(t)* denotam os limites laterais por valores & esquerda e & direita de x(t),
respectivamente (veja novamente a Figura 19) e o valor v° = dx/dt é chamada velocidade

de descontinuidade.

XL XR

)4

Figura 19 — Curva x(t) de descontinuidade do tipo salto da func¢ao wu(z, ).

Como w(z,t) é limitada, as integrais desaparecem quando tomamos o limite

x — z(t) e xp — x(t), de forma que a equagao (3.104) torna-se

F(u(xp,t)) — F(u(zg,t)) = v*(ur — ug). (3.105)

A equagao (3.105), relaciona os saltos AF = F(u(zg,t)) — F(u(zp,t)), Au =
u(zg,t) —u(xp,t) e a velocidade de descontinuidade v*, e é chamada de condi¢ao de

Rankine-Hugoniot.

Tipicamente, descontinuidades ou choques aparecem em solugdes dos problemas de

Riemann (ou Cauchy para equagoes hiperbdlicas nao-lineares, ver [20]).

A condigdo de Rankine-Hugoniot (RH) para choques precisa ser satisfeita de forma

a expressar a conservacao de uma certa quantidade ao longo dessas descontinuidades.

A equagdo (3.105) vale tanto para o caso escalar quanto para o caso de sistema.

Considerando agora o modelo, para um estado dado V~, o conjunto de estados V't que
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satisfazem a condigdo RH é chamado de Rankine-Hugoniot locus (RH locus) de V| o
qual é denotado por RH(V ). No modelo, como a fun¢ao de acumulagao é uma funcao

vetorial G(V'), a condi¢ao de Rankine-Hugoniot pode ser estendida e escrita como:

v (GVT) = G(V)) = F(VH) = F(V7), (3.106)

onde V'~ é o estado a esquerda do choque e V1 é o estado a direita do choque. Para mais
detalhes veja [23].

Para o sistema (3.9)-(3.13), a condigao de Rankine Hugoniot (3.106) torna-se

vi(st—sT) =T 1 (3.107)

v (Cas™ = Caus™ + MelBtu = Bia)) = Céuf " = Caul ™ (3.108)

v (CRas™ = CRas™ + Me(Bha = Bra)) = Caf T = Craf ™ (3.109)

(3.110)

(3.111)

v (Clo,5" = Coo,57) = Clo, 1 = Coo, f 7, 3.110
v (Cés™ = Cous™) = Cof T = Cauf ™, 3.111
onde usamos a notagao fT = f(s*,4,) e [~ = f(s7,Bg,) para facilitar os célculos.
Para o estado fixo a esquerda V~ = (s7,Cg,,Cy,, Cs0,:Cc), das esquagoes

3.107)-(3.111) podemos obter V™ = (sT,C{ . C¥.,Cds,., CL;) onde Hugoniot locus é
Ca Na SOy Cl

satisfeita. Para isso, analisaremos os seguintes casos.

Caso 1:

Suponhamos que st # s™.

Da equagio (3.107), podemos isolar v* como funcio de sT, s7, 8%,, Bc, da seguinte

Vv = J;:f (3.112)

forma

Substituindo v* dado por (3.112) em (3.110), obtemos que

fT=r - —
<S+_S_ (Cgoﬁ+ —Cs0,5 ) = Cdo, /" —Cso,f
~fTCs0,8" = [ Cdo,s" = —s"Cs0,f™ =5 Clo, f*

Cso, (Sfer - 3+f7> = Cso, (Sfer - 3+f7)
(s 1" =s7F7) (Céo, — Cs0,) = 0 (3.113)
Analogamente, podemos substituir v* em (3.111) e obter que
(s fr=stf7)(Ch—Ca) =0 (3.114)

Das equagoes (3.113)-(3.114) temos:
sTfT=sTf" ou Cf, =Csp, e Cl=Cg. (3.115)
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Caso 1.1:
Suponhamos s~ f* = s f~.

Substituindo v* nas equagoes (3.108) e (3.109) e fazendo calculos semelhantes ao

que fizemos na equagao (3.110), as expressoes tornam-se

(SJFfi - Sier) (Cé'ra - Caa) = Mc(ﬁga - 55a>(f+ - fi)ﬂ (3116)
(s7f~ =5 F7) (Chu — Cha) = Me(Ba — Bua) (FF = £7). (3.117)

Neste caso, como (3.115.a) ¢é satisfeita, a equagao (3.117) fica
Me(Ba = Bya)(fT = f7) =0. (3.118)

No entanto, como s # s, temos que s /s~ # 1. Portanto, como f/f~ = st /s,

isso implica que f* # f~. Concluindo da equagao (3.118) que
Bla = BNa- (3.119)

Analogamente, poderfamos substituir (3.115.a) em (3.116) e obter que 3, = g,
Porém, podemos mostrar que se 8%, = By, entdo B4, = Bg,. Esta implicacio ¢ bem
simples, usando apenas a equacdo (3.1). Logo, se temos que 284, + %, = CEC e

2Bcq + Bne = CEC, podemos subtrair uma equagao da outra obtendo

2(53(1 - Baa) + (61_\|}a - 6]?/(1) = 07 (312())

que supondo 3%, = By, nos mostra que
Bla = Bea- (3.121)

As solugoes da equagao (3.119) define um conjunto de pontos que deve satisfazer
(3.115.a) para obter uma curva no espaco fase. Porém uma vez que a funcdo f = f(s, fca)
depende apenas da saturacao (por causa da equacao (3.121)), a equagao (3.115.a) tem no
méximo uma quantidade finita de pontos (uma incégnita para uma equacao nao linear).

Concluimos que neste caso ndao podemos obter uma curva, ou seja, (3.115.a) nao é possivel
se st #£ s,
Caso 1.2:
+ - + _ -
Suponhamos agora que Cgp, = Cgp, € Cfy = Cgy.

Tomando duas vezes a equagao (3.116) mais a equagao (3.117) e usando o fato de
que 280, + fNa = CEC, chegamos que

(sTf = s f7) [2(C, = Cau) + (Cha = Cra)] =0 (3.122)



Capitulo 3. Simplificagio do modelo: quatro fons dissolvidos Ca®*, Nat, SO;~ e Cl~ 62
E como estamos supondo st f~ # s7 f*, da equacdo (3.122), temos que
Q(Oga - Oaa) + (CJ—i\}a - OJ:M) =0. (312?))
Assim, podemos isolar a varidvel Cf, da equagao (3.123), que fica
Ch, = % +Cg, (3.124)
e substituir em (3.116), o que resulta em
(s7F7 =57 f7) (Cra — Cfa) = 2Me(By — Ba)(f = f7). (3.125)

A solugao dessa equagdo (3.125) com a restrigao de (3.124) sdo dois ramos. A

Figura 20 abaixo mostra essas duas curvas projetadas no plano saturacao-sdédio. Um desses

ramos é o de Buckey Leverett (ramo onde somente a saturagao varia), o outro é obtido

quando tanto s quanto C¢g, e Cy, variam. O ponto em azul simboliza um valor arbitrario

para (s7,Cq,y Cng)-

L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Saturacao

Figura 20 — Projecao da curva de choque dada pelas equagoes (3.124) e (3.125) no plano

(s,Cng) para um valor (s, Cg,, Cya)-

Caso 2:

Suponhamos agora que s* = s~. Usaremos a notacao s* em nossos calculos.

Tomando a equagao (3.107), temos que f™ = f~. Usaremos a notagdo f* a partir

de agora em nossos calculos.
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Multiplicando a equacao (3.108) por dois e somando a equagao (3.109) teremos

que

v'sT[2(CE, — Caa) + (Cla — CRa)| = 7 [2(Cy = Cal) + (Cha — Cra)| - (3.126)

Assim, teremos (3.126) sendo satisfeita se

+
V' = ‘; ou 2(Cf,—Cq,)+ (Ch,—Cx.) =0. (3.127)

Caso 2.1:

Suponhamos v* = f*/st.

O valor v* neste caso, coincide com o autovalor Ay, uma vez que observamos que

os campos relacionados com esse autovalor sao linearmente degenerados.

Usando (3.127.a) em (3.109), vemos que
+
<S+> (CJ—\i}aS—’— - C]?fa,s_ + Mc(ﬁ]—\’}a - B&a)) = CJ—i\}a.]H_ - Cl;af_a

fr _

T Me(Ba = Bxa) = 0. (3.128)
Obtendo novamente a equagao (3.119). A diferenga aqui é que neste caso a saturagao

nao varia. Da mesma forma, como vimos anteriormente, se substituirmos (3.127.a) em

(3.108), chegaremos em (3.121).

Note que o campo associado a esta velocidade é linearmente degenerado para
Ay = f/s, conforme provado na Sec¢ao 3.2. Assim, para o caso de v® = )y, as ondas de
choque coincidem com as curvas integrais resumidas na Proposigao 3.1.3 (veja também

proposigao 3.2.4).

Caso 2.2:

Supondo que 2(CZ, — Cg,) + (Chy — Cny) = 0.

Neste caso, podemos proceder da maneira similar no caso quando a saturacao nao
era constante. Assim tomando a equagao (3.124) e substituir em (3.108), obtemos

v’ <S+ ( ]?/a ; C?\}(z) +Mc(ﬁga . 65a)> — f+ < ]:fa ; C]—i\}a> (3129>

Agora podemos observar que se tomarmos a equagao (3.109), isolarmos o v° e
substituimos novamente em (3.129), obteremos uma equagao para apenas uma incognita
e novamente teremos como soluc¢ao uma quantidade finita de pontos. Assim essas duas

equagoes nao define uma curva em nosso espago fase.
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Obtemos assim as cinco ondas de choques que satisfazem a condi¢cdo de Rankine

Hugoniot, Eq. (3.106), e podemos assim resumir nossos resultados na seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.1. Os choques que satisfazem as condicoes de Rankine Hugoniot tém as

sequintes estruturas:

1. Ramo no qual Ccq, Cna, Cso, € Cep sao constantes, e apenas s varia, ramo de

Buckley-Leverett. A velocidade de choque é dada por (3.112), Caso 1.2 (Fig. 20);

2. Ramo no qual Cso, e Ccy sao constantes, a concentracio Cf,, satisfaz (3.124) e C,
e st satisfazem (3.125). A welocidade de choque é dada por (3.112), Caso 1.2 (Fig.
20);

3. Ramo coincidente com as curvas integrais do autovalor Ay onde a velocidade do
choque é dada por (3.127.a), onde as concentragoes de Cso,, Coy € a satura¢do s ndao
variam; e as concentragoes Co, € Cn, satisfazem a equagao (3.119), Caso 2.1 (Fig.

10);

4. Ramo coincidente com as curvas integrais do autovalor Ay onde a velocidade do
choque é dada por (3.127.a), onde as concentragoes de Ccq, Cna, Cor € a saturagio

s mdo variam; e apenas a concentragio Cso, varia, Caso 2.1 (Fig. 11);

5. Ramo coincidente com as curvas integrais do autovalor Ay onde a velocidade do
choque é dada por (3.127.a), onde as concentragoes de Ccq, Cna, Cso, € a satura¢io

s nao variam; e apenas a concentracio Cey varia, Caso 2.1 (Fig. 12).
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4 Solucoes de Alguns Problemas de Riemann

Este Capitulo tem por finalidade apresentar algumas solugdes para o Problema de

Riemann assim como discutir os resultados encontrados.

O problema de Riemann associado a (3.14) é a solugao dessas equagdes com condigao

inicial constante por partes.

Vi se x <0,
V(z,0) = (4.1)
Vi se x> 0.

Este problema trata exatamente do mesmo problema para uma equagao visto no

Capitulo 1, porém agora Vy, e Vi sao vetores constantes.

Uma solugao de Riemann é uma sequéncia de ondas elementares wy, (choques e

rarefagoes) para k = 1,2,--- ,m e estados constantes Vj, para k =1,2,---  m.
V=Vl Eh v B YT =, (4.2)

Representamos qualquer estado por V. As ondas w,, tem estados a esquerda e a
direita V*~! e V¥ e velocidades &, < & no caso das ondas de rarefagio e v = &, = & no
caso de ondas choques. O estado & esquerda da primeira onda w; é V° =V}, e o estado
a direita de w,, ¢ V™ = V. Na solu¢do de Riemann é necessdrio que & < &, ,; esta
inequagao é chamada compatibilidade geométrica. Quando & < & 41 existe um estado
constante diferente V**1 entre wy, e wy41; nesta sequéncia a onda wy, ¢ indicada por .
Se & =&, 41 hao existe um estado atual constante no espaco fisico, entao a onda wy, ¢

uma composicao de wy1; ¢ indicado por —.

Quando for 1til enfatizar as sequéncias de ondas (4.2) ao invés dos estados, usamos
a notacao

Wy — Wy »— =+ = Wy, (4,3)
onde para cada wy, — representa — para o caso & < &, e — para o caso & = ;.

Inicialmente, encontaremos solugoes para o caso onde nao ha dessorcao de ions,
ou seja, resolveremos o problema para o caso de alta salinidade e baixa salinidade. Nosso

objetivo é comparar as solucoes destes casos com a solugdo com dessorcao.
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4.1 Injecdo de Agua em um Meio de Alta e Baixa Salinidades

Para o caso de injecao em no meio poroso em alta e baixa salinidades, o sistema

(3.9)-(3.13) se resume a uma unica equagao diferencial

0 0
asw + ai‘rfw(sw) - 07 (44)

com a equagao algébrica (1.20). A fungao de fluxo aqui ndo mais depende da concentragao
de célcio e sdédio. Analizaremos os casos onde a dgua esta na mesma salinidade do meio
poroso, ou seja, analizaremos dois casos: no primeiro, injetamos agua em alta salinidade e
0 meio se encontra em alta salinidade; no segundo, injetamos agua em baixa salinidade e

0 meio se encontra em baixa salinidade.

Aqui as fungoes de fluxo sao dadas por (1.24) onde as permeabilidades relativas

sao dadas pela equagbes (2.12) no primeiro caso e (2.13) no segundo caso.

Nesta segao, iremos encontrar a solugao para o seguinte problema: consideramos,
inicialmente, que o reservatério estd completamente preenchido com éleo (s, =0 e s, = 1)
em condigbes de alta (respectivamente em baixa) salinidade . Injetamos no meio poroso
uma solugao de dgua em alta (respectivamente em baixa) salinidade com concentracao

constante de sal durante a injegdo (no ponto de injegao s, =1 e s, = 0).

As condicoes iniciais neste caso se resumem as condi¢oes exemplificadas no Capitulo
1, Eq. (1.39), dadas dadas por

1, sez <0
Sw(x,0) = (4.5)
0, se z > 0.

De agora em diante abandonaremos a notagao w, deixando subentendido que nos
referimos a saturacao da agua. A solu¢ao da equacao (4.4) com condicdo inicial (4.5)
é baseada na teoria de Oleinik (veja [4]). Ao obtermos esta solugdo estaremos aptos a
descrever a saturacao da dgua (consequentemente do 6leo) ao longo do meio poroso em
qualquer tempo t. A unicidade da solugao é assegurada pelas condi¢oes de entropia, que

neste caso, usamos as condic¢oes de entropia de Olienik-Liu, veja [6].

A partir de agora, abandonaremos o indice w na notagdo da saturagao da agua e
da funcao de fluxo. Usaremos a notagao R(s1, s2) € S(s1, s9) para referirmos que a solugao

se da por ondas de rarefacao e choque do ponto s; ao ponto s, respectivamente.

Inicialmente, encontraremos as rarefagbes. Para a equagao (4.4), substituindo

s(z,t) = s(§) com & = z/t e aplicando a regra da cadeia, temos

dsd¢  Ofdso§ —r  Of1\ds _g
dfga"‘%dfg%—o — (752+6st>d5_0 — f— D5 (46)
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Observe que para o caso onde 3—2 = 0, a solugao da EDP nao satisfaz a condi¢ao
inicial (4.5).

Dentro da teoria de leis de conservagao no caso escalar, o valor de &, que no caso
de sistemas sao os autovalores, corresponde a inclinagao das caracteristicas na regiao de
rarefacdo (que é exatamente o mesmo valor da inclina¢do da curva tangente a curva f(s)
no ponto s). A Figura 21 ilustra as curvas caracteristicas do problema (4.4) com a condi¢ao
inicial (4.5). Observe a inclinagdo das caracteristicas na regiao de rarefagdo. Para mais
detalhes da teoria veja [9], [20] ou [23]. Figura adaptada de [9].

Rarefacao |

—

Figura 21 — Curvas caracteristicas da equagdo (4.4) com a condigao inicial (4.5), mostrando
as regioes de rarefacdo e a propagagao do choque. Figura adaptada de [9].

Denotaremos £ por Apy em referéncia aos autovalores de um sistema (como no
Capitulo 3).

Usaremos agora a condicao de Rankine-Hugoniot para encontrarmos a velocidade
do choque. Para um valor fixo s~, o Rankine-Hugoniot locus, denotado por RH(s™), sdo os
estados s, que podem ser alcangados pela curva de choque (desconsiderando as condigoes
de entropia) que se propaga com velocidade v*, obtida através da solugdo da condicao de

Rankine-Hugoniot, Eq. (3.105). Para a equacao (4.4), a condigao fica
Vst =sT)=(f" = f7), (4.7)

onde denotamos f* = f(s™) e f~ = f(s7).

Supondo s~ # sT e isolando v® na Eq. (4.7), os estados st pertencentes RH(s™),

sdo pontos que satisfazem

L
v = J;_f_ (4.8)
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Este choque é o chamado choque de Buckley Leverett. O valor de v® é a velocidade
do choque que denotaremos por vgy (inclinagdo da reta por onde propaga o choque

mostrada na Figura 21).

Para o caso onde s~ = st, teremos f* = f~, 0 que nao nos fornece uma curva

continua ou neste caso, uma onda de choque.

Pelo fato da condigao inicial (4.5) nao ser continua, rigorosamente, a EDP (4.4)
nao faz sentido. Entretanto podemos considerar a forma integral da equagao, veja Capitulo
1, Eq. (1.6). Para o forma integral ndo ha solucao tnica, entretanto podemos encontrar
uma solucao de choque, dada por uma descontinuidade que se propaga com velocidade
constante (neste caso vpy). Outra possivel solugdo para este problema é considerar a onda
de rarefacdo dada por [f’(z)]~!. A solugdo para o problema neste caso serd a composigao

destas possiveis solucoes.

Seguindo a solugao descrita por Oleinik, a solugao corresponde a envoltoria concava
do fluxo. Dessa forma, partimos do estado s;, = 1 até o estado s = s* pela onda de
rarefagdo, com velocidade Agy, onde s* satisfaz

of(s* f(s*
ApL = 8(3 ) = ( ) (4.9)

S*

Partindo de s* até o estado sg = 0 pela onda de choque, com velocidade

vBL = f(()g : f*(8*> = fii*) (4.10)

Para montar a fun¢ao de solugao a partir destas estruturas (choque e rarefagao),
é preciso analisar a envoltéria cdncava superior da funcao f(s), para mais detalhes veja
[2]. A Figura 22 ilustra a envoltéria da funcao f(s) para os dois casos de alta ¢ baixa
salinidade, respectivamente. Partindo de s;, = 1 até s = s* temos uma rarefacao, equanto

de s = s* até sg = 0 temos um choque.

Neste caso a solucao se dara pela seguinte sequéncia de ondas

R(1, %) —s S(s,0). (4.11)

A solugao para o problema sera

SL, se x < f(sp)t
s(s,t) =4 [F(a)]™Y, se fl(sp)t << f/(s*)t (4.12)
SRy se x> f'(s*)t
onde u* satisfaz i}
fi(s) = 1) = flsm) (4.13)
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Figura 22 — 22.a: Envoltoria concava da funcao de fluxo em alta salinidade. 22.b: Envoltoria
concava da fungao de fluxo em baixa salinidade.

Para cada caso (alta e baixa salinidade) teremos um valor de s* diferente o que diferenciara
as duas solugoes. Além disso como a funcao de fluxo nao é a mesma, as duas solugoes

produzira ondas de rarefagao distintas.

A Figura 23 ilustra o intervalo que temos que inverter para encontrar a solu¢ao
(4.12), enquanto a Figura 24 ilustra as solugoes dos dois casos para um t, fixo. Embora, a
principio, a funcio [f’(x)]™! seja bem complicada de se obter, métodos numéricos podem
ser aplicados com uma boa precisao. Em nosso modelo usamos o método de Newton, onde
dado um ponto x € [f'(s1)t, f'(s*)t] com t fixo, buscamos s, tal que seja raiz da seguinte
funcao

g(s) = f/(s) — . (4.14)
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Figura 23 — 23.a: Derivada fungao f(s) em alta salinidade. 23.b: Derivada fungao f(s) em
baixa salinidade. Queremos obter a inversa no intervalo (s*, sy) para os dois
casos.
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Figura 24 — Gréfico da solugdo da equagio (4.4) com a condigao inicial (4.5) para condigoes
de alta e baixa salinidade em um tempo fixo .

Na Figura 24 podemos observar a frente de onda da interface dgua e 6leo se
propagando com velocidade vy, = f'(s*) (veja valor na Figura 23). Esta onda de choque
¢ mais veloz para o caso de alta salinidade do que na baixa, porém a baixa salinidade
diminui o 6leo residual (éleo que nao é possivel de se retirar). Podemos obter facilmente

as ondas de saturagao do dleo via equacao (1.20).

Como estamos supondo em nosso modelo que os fluidos s@o incompressiveis, a
mesma quantidade de dgua que ¢ injetada é a mesma quantidade de 6leo extraido do meio
poroso. Podemos obter a quantidade de 6leo recuperado através da integral

L
Qt) = K/o s(z,t)dx, com K = T (4.15)
onde ¢ é a porosidade, L e V sao o comprimento e o volume total do meio poroso,

respectivamente.

Observe, através das solugoes que a maior recuperacao de 6leo esta associada ao
fluxo sob baixa salinidade. Na se¢ao posterior, iremos considerar a solugao do problema
de Riemann no qual consideramos que haja diferenca nas salinidade da dgua de injecao e
do material organico presente no meio poroso. Nao iremos apresentar a solucao completa
do problema de Riemann, o qual pretendemos fazer como continuacao desse trabalho,
mas através dessa solugao teremos a no¢ao do comportamento da solucao do problema de

Riemann.
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4.2 Injecdo de Agua com Salinidade Diferente da Salinidade da
Rocha

Vamos considerar aqui dois problemas de Riemann. Deixamos claro que nao vamos
resolver o problema de Riemann completo, mas temos todos os ingredientes para fazé-lo, o
que pretendemos fazer como uma sequéncia natural desse trabalho. A solu¢ao do problema
de Riemann iréd se utilizar do principio da compatibilidade geométrica, sempre indo da

onda mais lenta para a onda mais rapida.

Antes de iniciarmos nossa solucao vamos fazer alguns comentarios que serdo usados
em ambas as solugoes. Sabemos que a familia associada a Ay é mais rapida que a A; e
através da Proposicao 3.2.4, a familia 2 é linearmente degenerada, dessa forma os choques
e as rarefacOes sao a mesma onda. Além disso, a tnica forma de atingirmos os estados de
concentragao de calcio, sodio, sulfato e cloro a direita (ou seja, em Vg) é através de uma
onda desse tipo. Sabemos que temos 3 ondas desse tipo: uma onda no qual Sy, constante,
outra apenas variando cloro e outra apenas variando sulfato. Dessa forma, para obtermos
o estado Vg a ser atingido, construimos, a partir de Vi tais curvas, de modo que os estados

que estao nessas curvas podem atingir V.

Note, por outro lado que como cloro e sulfato nao interferem fundamentalmente
na solugao, entdo é interessante fazermos a curva Sy, = Bna((Cca) g, (Cna)y) apenas
no plano (Ceq, Cng). Vamos definir essa curva como I'g = I'((Cea) g » (Cna) g), 0 qual é

denotada por

FR = {(CC’aa CNa) tal que BNG(CC(M C’Na) = BNa((CCa)R ’ (CNa>R)} (416)

Essa curva divide o plano Cg, — Cn, em duas regides I'y, = T'R((Cea)ps (Cna)g) €

I'% =T%((Cca) g (Cna)p), que definimos da seguinte forma (veja Figura 25)

I'; = {(Ceq, Cna) que estio a esquerda da curva I'g} e (4.17)
I'% = {(Cca, Cna) que estdo a direita da curva T'g}. (4.18)

Aqui, direita e esquerda da curva I'g é tomada seguindo o sentido de crescimento de Cg,

e CNa'

Por outro lado, como essas estruturas sao iguais para todos os valores de s, po-
demos regra-las no espaco (s, Ccq, Cn,). Entao a superficie (s,I'g) divide nosso espago
(5,Cca, Cna) em (s,Th) e (s,I'%). Veja Figura 26.

Além disso, no plano (Cgg, Cng), tanto os choques quanto as curvas integrais
satisfazem a mesma expressao (3.124). Dessa forma, a curva associada a familia 1 projetada

no plano (Cgq, Cng) serd denotada como Cf, veja Figura 27, e satisfaz:

1 2
Coy = _ioNa + ((CNa)L +2 (CCa)l)‘

(4.19)
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4 5 6
Cea x10°®

Figura 25 — Separacio do plano (Cgq, Ciyv,) em g, T e T%.

Figura 26 — Separacio do espago (s, Coq, Cng) em (s,T'k) e (s,T%).

A Proposicao 3.1.1 juntamente com a discussao sobre as equagoes (3.2) estabelecem que
ao longo da rarefagio Cc, é crescente e Cly, é decrescente. Entdo para estados em (s,T'}),
a variavel C¢, deve crescer e Cy, decrescer para atingir (s,['g), de tal modo que a onda
deve ser uma rarefagdo. Para estados em (s,1'%), a varidvel Cg, deve decrescer e Cly,

crescer para atingir (s,I'g), de forma que a onda deve ser um choque, veja Figura 27.

Através dessa observacao util podemos resolver o problema de Riemann. Note que
através dos nossos calculos, a modelagem mostra que o mais importante é a posicao que o
estado a direita se encontra em relacao ao estado a esquerda e disso que depende a solugao

do problema de Riemann.
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Figura 27 — A curva azul representa a curva C; dada por (4.19). O estado * representa o
estado a partir do qual foi feita a curva. Observe se o estado estivesse em I'k
a curva C) seria a proje¢io de uma rarefagdo. Por outro lado, em I'% a curva
(' seria a projecao de um choque.

4.2.1 Injecdo de Agua com Salinidade na Regido (s,T'})

O problema de Riemann considerado aqui é:

VL:(SL, (C(ja)L , (CNa)L , (CCZ)L , (0504)L):(172 X 1075,7 X 1075,8 X 1075,8 X 1075),
sex <0,
Ve=(sr, (Cca)r s (Cna)rs (Cct)r s (Cso,)g)=(0,5x 10775 x 107°,5 x 107°,5 x 1077),

se x > 0.

Veja Figura 28.

Através da Proposicao 3.1.7, podemos ver que a onda mais lenta para s = 1 é
a de Buckley-Leverett. Nesta onda apenas a saturacao da agua varia e todas as outras
quantidades sdo constantes. Portanto, a primeira onda serd uma rarefacdo de Buckley-
Leverett iniciando em V7, até um estado V! = (51,2 x 107°,7 x 107°,8 x 107°,8 x 1077),
onde s; representa o ponto de coincidéncia entre Agy e Aq, e esta sobre a superficie de
coincidéncia mostrada na Figura 16.b. A partir de V!, que estd em T'k, portanto a onda
que deve atingir a superficie (s,I'g) deve ser uma rarefacdo pois Cg, é crescente. O
estado que atinge (s,'g), denotamos por V2. A partir de V2 existe uma outra rarefagio
de Buckley-Leverett, que é construida até atingirmos o estado V3, o qual est4 sobre a

coincidéncia entre Ay e Agr. Neste ponto a saturacao vale so, veja Figural6.b. A partir de
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V3, temos um choque de velocidade

ligando V3 até Vi que é o estado a direita. Esse estado também representa um choque na
saturacao, pois, ha coincidéncia entre a velocidade das ondas (rarefacao e choque) nesse

estado. Tal solucao é descrita na Figura 28.

Figura 28 — 28.a: Estado V! e V2 projetado no plano (Ccq, Cna). A curva ligando V! até
V2 ¢ uma rarefacao da familia 1. 28.b: Estados de Riemann no espaco de fase
(8,Cca, Cna)- A solugio é Vi até V1 é uma rarefacdo de Buckley-Leverett. De
V1 até V? é uma rarefacdo da familia 1. De V2 até V3 é uma rarefacio de
Buckley-Leverett. De V3 até Vi é uma onda da familia 2, juntamente com
um choque de Buckley-Leverett.

4.2.2 Injecdo de Agua com Salinidade na Regido (s,I'%)

O problema de Riemann considerado aqui é:

Vi=(51,(Cca)r,(Cna)p+ (Cct)y , (Cs0,))=(1,5x 10752 x 107°,1 x 107°,1 x 1079),
se x <0,
Ve=(sr, (Cca) g+ (Cna)g, (Cct)r: (Cso,)p)=(0,5x 10725 x 107°,5 x 107°,5 x 107?),
se x > 0.

Veja Figura 29.

Através da Proposicao 3.1.7, podemos ver que a onda mais lenta para s = 1 é
a de Buckley-Leverett. Nesta onda apenas a saturacao da agua varia e todas as outras
quantidades sao constantes. Portanto, a primeira onda serda uma rarefacao de Buckley-
Leverett iniciando em V7, até um estado V! = (51,5 x 1075,2 x 107°,107°,107°), onde s,
representa o ponto de coincidéncia entre Agy, e A1, e esta sobre a superficie de coincidéncia
mostrada na Figura 16.b. A partir de V!, que estd em I'%, portanto a onda que deve
atingir a superficie (s,I'g) deve ser um choque, pois C¢, é decrescente. O estado que atinge

(5,TR), denotamos por V2. A partir de V? existe uma outra rarefagio de Buckley-Leverett,
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Figura 29 — 29.a: Estado V! e V2 projetado no plano (Cgq, Civg). A curva ligando V! até
V2 é um choque da familia 1. 29.b: Estados de Riemann no espaco de fase
(8,Cca, Cna)- A solucio é Vi até V! é uma rarefacio de Buckley-Leverett.
De V! até V2 é um choque da familia 1. De V2 até V? é uma rarefacio de
Buckley-Leverett. De V3 até Vi é uma onda da familia 2, juntamente com
um choque de Buckley-Leverett.

que é construida até atingirmos o estado V3, o qual estd sobre a coincidéncia entre Ay e
Apr- Neste ponto a saturacao vale so, veja Figural6.b. A partir de V3, temos um choque

de velocidade

ligando V3 até Vi que é o estado a direita. Esse estado também representa um choque na
saturacao, pois, ha coincidéncia entre a velocidade das ondas (rarefacao e choque) nesse

estado. Tal solucao é descrita na Figura 29.
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5 Conclusao

Conseguimos obter varias estruturas matematicas para um modelo modificado
do original proposto por [15]. Tais estruturas sao suficientes para dar-nos suporte para
encontrarmos a solugdo completa do Problema de Riemann. No Capitulo 4, fizemos a
descricao de dois desses problemas, mas conseguimos identificar uma forma de fatiar
o0 espago para obter o problema completo. Também temos que resolver o problema
completo para podermos identificar em quais condi¢oes ha um aumento da recuperagao.
Na primeira parte do Capitulo 4, vemos que a recuperacao ¢ maior quando se injeta
agua com salinidade mais baixa, mas aqui nao podemos, ainda, sem resolver o problema

completamente, identificar esta situacao.

Uma extensao natural desse trabalho sera a solucao completa do problema de
Riemann. Pretendemos finalizar esse trabalho para a publicacdo em alguma revista

internacional na &rea.

Também podemos considerar mais generalizagoes no modelo, tais como a depen-
déncia da funcao de fluxo f, e f, em relagao aos ions de cloro e sulfato, via forca ionica
Iy. Uma outra possibilidade de generalizacao é a consideracao de mais ions no modelo e

verificar como eles modificam a solucao.

Modelos mais complexos envolvem a possibilidade de outras reacoes além do
fenomeno de dessorcdo, os quais também sao linhas interessantes de estudo. Acreditamos

que temos muitos assuntos que possam ser abordados nessa mesma linha de estudo.
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APENDICE A - Constantes Fisicas e

Quimicas

Coeficientes de Atividade: Alguns valores usuais para as constantes a:
agy =5, X, =4, ag =35, ay, =55, ag, =5, (A1)
para as constantes bY:
b = 0.165, bR, =0.075, by =0.015, by, =02, by, = —0.04. (A.2)
Alguns valores para A(T) e B(T):
A(T =80) = 0.5706, B(T =80) = 0.3381. (A.3)

Propriedades do Meio Poroso Linear Cilindrico: Os seguintes valores sao extensa-

mente usadas na literatura:

e Porosidade: ¢ = 0.274.
e Masa de Argila: Mc = 0.088 Kg/Litre of core

e Permeabilidade Absoluta: & = 500mD = 5000.98710'°m?2.
Propriedades do Oleo e Agua Salinizada

e Viscosidade do Oleo: 1, = 0.6 cp (1 cp = 10% Pa s)

e Viscosidade da Agua: pu, = 0.3 cp
Propiedades Relacionadas com o Processo de Troca de Céations.
e Capacidade de Troca de Cation: CEC = 0.013eq/ K g de argila
e Fator Seletividade : K25, =5.1, K&\, = 1.7
e Fator Seletividade : K{j7y, = 4.8, Kjf v, = 1.6

e Constante r: r = 400.
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APENDICE B — Valores para as Funcdes de

Permeabilidade Relativa

Condigoes em Alta Salinidade (HS): O seguinte conjunto de valores para condigoes

de alta salinidade foram usados:

k¥, =03, k' =075 s75=015 s"5=03 Nk,=3, Nk, =2  (B.l)

wr or

Aplicando estes valores em (2.10) e (2.11), obtemos as seguintes curvas para a permeabili-

dade relativa:

kﬁf(‘s) = k?“w<s7 857?7 Sg’s) S kr{is(s) = kTw(Sv ng7 855)7 Sgrs <s<1- 855' (BQ)

onde s ¢ a saturagao da agua.
Condigoes em Baixa Salinidade (LS): O seguinte conjunto de valores para condigdes

de baixa salinidade foram usados:

k¥, =04, k' =09, s=015 s25=0.15 Nk,=3, Nk,=2. (B.3)

or

Aplicando estes valores em (2.10) e (2.11), obtemos as seguintes curvas para a permeabili-

dade relativa:

kﬁf(s) = k(s sk SLS) e k‘fos(s) = kyu(s, sif,sgs), sif <s<1-— SCLWS. (B.4)

»Twr) Tor

onde s ¢é a saturacao da agua.



81

APENDICE C - Prova do Lema (3.2.1)

Demonstracdo. Seja a equagao

(2N (, of  of
VAL _v<’y> . (280Na aCc. 9,20,0,0) (C.1)
e OBya _ 08 of f
2
o Na . Na _ _YJ _
Y= (28 + MC (2801\[(1 aoca>> s 0 )\1 Os e )\1 ~ . (C2)
Fazendo os calculos, temos
5 1 3f af 82BNa 82BN&
Al - = — 12—~ —4f.2 —2fM, (2 — ,

af aQBNa a26Na 3f 8]0
2 —9fM, (2 — 9 _ 0.9 _
oo, ( 0C%, ~ 90xi0Ce ) "0 ) \Pacn, ~ace, 200

Tomando o produto interno, temos

O - (22 af) (32 L)

0s acVNa a aCCa

(9f 826Na 82/8]\[(1
5 o (2 _
(accﬂ / < 9CondCrn ~ aC2, ) ) 0T

5’f 82ﬁNa aQ/BNCL
2 —2f M, (2 - 2.
( 90w ( 90, 90nadCen) ) ¥

Dividindo a equacao por 2 e reescrevendo a equagao, teremos
. af of of
Al . =|=—v—-2 012 —
VAL (as'y f ) ( 9Cx aoc) *
8261\7& aQBNa QazﬁNa 826]\[(1 >

+

M6 (2 - -
/ 09< 9CcadCng  OCZ,  ~9C%, ' 0CnaOCeu

Substituindo o valor da variavel # vemos que a primeira parcela se anula. Finalmente

usando a igualdade das derivadas cruzadas, obtemos

. of PBra  oOBrxa 5 OPa
. - MC a. N . .
VAr.my = f ( Ds Al) ( acz, T2 oC%, ?’acNaaOca €3

]
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