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RESUMO

GAMA AMARAL, Alexander. Desenvolvimento de um Modelo Computacional que Re-
solve a Equacao de Darcy pelo Método das Diferencas Finitas Utilizando a Férmula de
Extensao de 9 Pontos. 2022. 70f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica e Com-
putacional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Sero-
pédica, RJ, 2022.

Na dindmica dos fluidos e hidrologia, a lei de Darcy € uma equagdo constitutiva fenome-
nolégica que descreve o fluxo de um fluido através de um meio poroso. A equagdo que governa
o escoamento de fluidos em meios porosos € a equacdo de Laplace que representa uma equa-
cdo eliptica em derivadas parciais. O método das diferencas finitas € um método de resolucdo
de equagdes diferenciais que se baseia na aproximacdo de derivadas por diferencas finitas. A
férmula de aproximacao obtém-se da série de Taylor da funcao derivada. Na formulacao tradi-
cional, nos problemas 2D, € utilizado o né central e os nds anterior e posterior, tanto na direcdao
x como na direc¢do y, utilizando um total de 5 nés. Na proposta apresentada neste trabalho
utilizam-se o no central e os 8 nés que o circundam totalizando, assim, 9 nés. O fato de utilizar
um nimero maior de nds permite obter uma aproximac¢ao melhor dos resultados. Exemplos de
aplicagdo serdo apresentados e serdo comparadas as aproximagoes com 5 nds com os resultados
obtidos com a extensdo para 9 nos e as solucdes analiticas.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Método das Difererngas Finitas, Extensdo para 9
Pontos, Equacdo de Darcy.



ABSTRACT

GAMA AMARAL, Alexander. Development of a Computer Model that Solves Darcy’s
Equation by Finite Difference Method Using the 9-Point Extension Formula . 2022. 70p.
Dissertation (Master in Mathematical and Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Ex-
atas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2022.

In fluid dynamics and hydrology, Darcy’s law is a phenomenological constitutive equa-
tion that describes the flow of a fluid through a porous medium. The equation that governs the
flow of fluids in porous media is the Laplace equation that represents an elliptic equation in
partial derivatives. The finite difference method is a method of solving differential equations
that is based on approximating derivatives by finite differences. The approximation formula
is obtained from the Taylor series of the derived function. In traditional formulations, in 2D
problems, the central node and the anterior and posterior nodes are used, both in the x and y
directions, using a total of 5 nodes. In the proposal presented in this work, the central node and
the 8 nodes that surround it are used, thus totaling 9 nodes. The fact of using a larger number
of nodes allows to obtain a better approximation of the results. Application examples will be
presented and the approximations with 5 knots will be compared with the results obtained with
the extension to 9 knots and the analytical solution.

Keywords: Mathematical Modeling, Finite Difference Method, Extension to 9 points, Darcy’s
Equation.
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Introducao

Ao longo dos tltimos 50 anos, o uso de métodos numéricos e computacionais tornaram-
se ferramentas muito importantes na modelagem de problemas das ciéncias e engenharias, e
cresceu muito com o avanco da tecnologia, tornando o uso de tais ferramentas mais relevantes,
conforme o nimero de aplicagdes que foram se desenvolvendo.

Por isso, os métodos numéricos e computacionais tornam-se, cada vez mais, um meio
concreto de atribuir e contribuir, com procedimentos mais eficientes as pesquisas cientificas.
Dentro desse contexto, o computador aparece como uma ferramenta indispensdvel nas diversas
formas de aplicacdes, sejam elas em pesquisas cientificas bdsicas e aplicadas, tecnoldgicas,
bioldgicas, dentre outras.

Nesse panorama, vérios fendmenos naturais estudados em diferentes campos sdo tra-
duzidos em uma linguagem matemdtica para produzir modelos matematicos e posteriormente
traduzi-los a linguagem computacional.

Sendo assim, por exemplo, em varios modelos matematicos, surgem as chamadas, Equa-
coes Diferenciais Ordinarias (EDO) e as Equagdes Diferenciais Parciais (EDP), cuja solugdo
pode ser apresentada através de uma solucdo geral ou uma solucao particular, que envolve
as condicdes dadas, chamadas condic¢des iniciais ou condi¢cdes de contorno [ZILL; CULLEN,
2001].

Muitos fendmenos da natureza podem ser representados através de EDO ou EDP. Por-
tanto, compreender essas equagdes diferenciais é extremamente importante para encontrar so-
lucdes para os problemas propostos. Em principio, uma equacgdo diferencial pode ter infinitas
solu¢cdes, mas dada uma condicao inicial ou condi¢@o de contorno adequada, o problema define-
se como sendo valor inicial (PVI) ou problema de valor de contorno (PVC). Assim sob certas
condicdes pode-se obter a solucdo analitica do problema proposto. Na pratica, a solu¢do anali-
tica estd limitada a poucos problemas, de tal forma que € necessario procurar outros caminhos,
como os métodos numéricos, que visa resolver estas equagdes diferenciais.

Na teoria dos solos, 0 movimento da d4gua no solo pode ser especificado por uma repre-
sentacdo matemadtica que leva em consideracao a influéncia das propriedades do movimento do
fluido, as propriedades fisicas e quimicas do solo, dentre outros.

A literatura apresenta alguns modelos que foram usados para representar os fendmenos
que controlam o movimento da 4gua no solo e suas relagdes conceituais com diversos problemas
fisicos correlatos [PREVEDELLO; ARMINDO, 2015].

Considerando a grande variabilidade dos tipos de solo, parcelas heterogéneas e anisotrd-
picas, sempre existem algumas dificuldades na modelagem devido as caracteristicas estruturais
naturais formadas pela desagregacao das rochas.



Devido a diversidade de situacdes, existem inimeros modelos para resolver qualquer
problema pratico, assim como um mesmo modelo pode resolver varios problemas [PANDEY
et al., 2016].

A movimentacdo da dgua no solo € um processo continuo, que controla as mudancgas
dindmicas dos elementos quimicos, a disponibilidade de nutrientes e a satisfacdo das necessi-
dades hidricas [NETTO; M.; FERNANDEZ, 2015]. O movimento da 4gua no solo pode ser
descrito por uma expressao matematica que considera a influéncia das principais caracteristicas
hidrodinamicas. Esse movimento pode ocorrer em condicdes saturadas, ou seja, quando todos
os poros sdo preenchidos com dgua, ou em condi¢des insaturadas, quando apenas parte dos
poros sao preenchidos com ar [ENGLER, 2007].

Conforme [LAMBE; WHITMAN, 2008], um solo nao saturado é considerado como um
sistema trifasico, logo, € constituido de trés fases: liquida (em geral, a dgua), gasosa (ar) e
solida (particulas de minerais). Portanto, [FREDLUND; MORGENSTERN, 1977], com base
na defini¢do de fase, afirmam que se deve considerar uma quarta fase independente, uma inter-
face ar-dgua, que também € conhecida como membrana contratil. A figura (1.1), apresenta um
modelo idealizado dessas fases.

membrana contractil

(interface ar-dgna)

1 &dgua

1 ar

B particula solida

Figura 1.1 — Modelo de um solo nao saturado (Fredlund e Morgenstern, 1977).

Por volta de 1856, o engenheiro hidrdulico francés chamado Henry Darcy publicou um
relatério com base nos resultados de experimentos de laboratério, que ele conduziu no sistema
de abastecimento de dgua, da cidade de Dijon, na Franca. O experimento apresentou o fluxo de
dgua através de uma infiltracdo vertical em colunas de areia, completamente saturadas, ilustrado
na figura (1.2), para a filtragem e purificacdo de dgua para o abastecimento urbano da cidade.
Atualmente € um dos principais parametros utilizados para estudos agricolas e ambientais que
envolvem o fluxo de dgua no solo. Os resultados de seus experimentos podem ser generalizados
e ampliados para situacdes mais complexas. O resultado desta experiéncia ficou conhecida
como a equagdo de Darcy, desenvolvida para avaliar a movimentagdo de liquidos saturados com
meios porosos, homogéneos e isotrépicos [NETTO; M.; FERNANDEZ, 2015]. Dessa forma, a
condicdo mais comum do solo poroso que nos interessa ndo € que seus poros estejam sempre
encharcados. Contudo, [TIMM, 1994], citou o trabalho de Buckingham de 1907, no inicio do
século 20, onde este foi o primeiro trabalho conhecido a propor uma solu¢do quantitativa para
a equacdo do movimento em condi¢des de solo ndo saturado.

Conforme menciona [ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006], a equacao de Darcy, quando
adaptada para expressar o fluxo de fluidos viscosos, pode ser assim apresentada: “... a vazao em
um meio poroso € proporcional a drea aberta ao fluxo e ao diferencial de pressao, e inversamente
proporcional ao comprimento e a viscosidade”.
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Figura 1.2 — Permeametro utilizado nos experimentos de Henry Darcy (Alencar, 2008).

Assim, [SANCHES, 2006] destacou que, com o desenvolvimento dos computadores, 0s
métodos computacionais t€m sido utilizados para facilitar a modelagem e a interpretacdo ma-
tematica e fisica dos resultados. Esta modelagem discretiza o dominio do problema de uma
maneira eficiente em elementos de contorno ou de dominio. Para esta discretizacdo, sio utili-
zadas ferramentas matematicas, tais como: Método dos Elementos Finitos (MEF), Método dos
Elementos de Contorno (MEC), Método das Diferencas Finitas (MDF). Esses métodos numé-
ricos, sdo amplamente utilizados nas pesquisas cientificas e a solucdo aproximada do problema
apresenta resultados muito proximos das solu¢des analiticas, nos casos em que esta solucdo
esteja disponivel.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) ganhou relevancia por volta da década de 1960,
quando os primeiros computadores foram lancados. A base matematica do MEF € conhecida
ha muito tempo, mas as ferramentas de computacdo disponiveis na época tornavam sua imple-
mentacao e uso muito limitadas [RIBEIRO, 2014]

No inicio, o MEF foi utilizado na andlise de problemas de mecanica dos sélidos, porém
mais adiante, foi ampliada a andlise de outros fenomenos fisicos. Essa linha, mais o sucesso
do método, fornece a pesquisa mais aprofundada e extensa sobre o assunto. A andlise mate-
matica desse método produziu estimativas de erros muito pequenos e padrdes de estabilidade
adequados, o que garantiu a confiabilidade dos resultados. Passamos da anélise estdtica a dina-
mica; do problema linear ao problema néo linear; da andlise de um tnico fendmeno a andlise de
varios fenomenos simultaneos e interagentes. Atualmente, o MEF estd em constante evolugao
em todas as suas vertentes, conforme atesta a quantidade de artigos cientificos publicados nas
principais revistas indexadas. [ASSAN, 2003].



Entre os varios métodos de solucao numérica existentes, estd o Método dos Elementos
de Contorno (MEC), que é uma técnica numérica importante para resolver problemas fisicos a
partir de equagdes integrais de contorno [BEER; SMITH; DUENSER, 2008]. Portanto, o MEC
foi desenvolvido paralelamente; os chamados Método do Dominio, Método das Diferencgas Fi-
nitas, Método dos Elementos Finitos e suas metodologias de resolugdes, estdo consolidadas e
possuem uma ampla gama de aplicagdes [PAIVA, 1987]. Ao contrario dos Métodos de Domi-
nio, que tém incégnitas tanto no dominio quanto nos pontos de fronteira, o MEC t€m inc6gnitas
apenas nos pontos de fronteira [KATSIKADELIS, 2002]. Quando comparados com outros mé-
todos de dominio, algumas vantagens do MEC sdo: redu¢do da ordem do sistema de equacdes
lineares a serem resolvidas e, redugdo e simplificagdo dos dados de entrada [KANE, 1994]. To-
das essas funcdes sdo basicamente devido a reduzida dimensionalidade do problema. Como por
exemplo, em um problema tridimensional, a anélise se concentrard no estudo de sua superficie.
O método envolve a resolucdo de equacdes integrais de contorno, que sdo calculadas numerica-
mente usando metodologias eficientes do calculo numérico [BREBBIA; DOMINGUEZ, 1998].
Dessa forma, essas equagdes possuem integrais apenas sobre o contorno, discretizadas em ele-
mentos, definindo nds, cujos valores sao aproximados por func¢des de interpolacdo, de modo que
as equacdes integrais se tornam equagdes algébricas. Ao agrupar todas as equacdes algébricas
para pontos de contorno, obtém-se um sistema linear, cujas solucdes fornecem respostas a valo-
res desconhecidos no contorno e posteriormente em pontos internos também [BEER; SMITH;
DUENSER, 2008].

Segundo [RIGHETTO, 1998], um método numérico ¢ considerado um método eficiente
para resolver sistemas de equacgdes diferenciais quando € consistente, convergente e estivel.
A consisténcia € verificada quando a solucdo numérica corresponde a solucdo do problema
de valor inicial ou problema de valor de contorno; a convergéncia, para problemas iterativos,
estd relacionada com as solugdes obtidas quando os valores calculados nos nés aproximam-
se a solugdo analitica ao realizar o refinamento da malha; a estabilidade reside em conseguir
controlar o erro numérico de um passo de tempo para o préximo [RIGHETTO, 1998].

Um dos métodos mais conhecido e amplamente usado na pesquisa cientifica é o Método
das Diferencas Finitas (MDF), onde o procedimento de resolugdo se baseia em substituir cada
derivada por um quociente de diferenca na formulacdo cldssica. Em certo sentido, uma formu-
lagdo de diferenca finita oferece uma forma mais direta e de intuitiva abordagem para a solugdo
numérica de equagdes diferenciais parciais do que as outras formulagdes.

Como disse [CUNHA, 2010], a esséncia dos métodos numéricos estd na discretizacao
do continuo. E essa discretizagio que limita o problema, o que permite resolvé-lo por meio do
computador.

Para se obter as aproximacdes para o valor da funcdo continua, € preciso considerar um
dominio continuo, que serd dividido em pontos discretizados e igualmente espacados ao longo
da malha ou grid numérica. Sendo assim, o MDF podera ser utilizado para determinar o valor
de uma determinada fun¢do em um ponto, com base no valor conhecido da malha em outro
ponto.

De acordo com [GILAT; SUBRAMANIAM, 2008], as férmulas das Diferencgas Finitas
Progressiva, Regressiva e Diferenca Finita Central, assim como muitas outras para cédlculo apro-
ximado de derivadas, podem ser deduzidas de expansdes em série de Taylor. Essas férmulas
fornecem uma estimativa da derivada de um ponto usando os valores de seus pontos proximos.
O ndmero de pontos usados no cdlculo varia de acordo com a férmula, e os pontos podem estar
na frente, atrds ou em ambos os lados do ponto onde a derivada é calculada.

A série de Taylor é muito importante para o estudo de métodos numéricos porque for-
nece uma maneira de aproximar a fun¢do f(x) por um polindmio de grau apropriado em torno
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do ponto de interesse. Sendo assim, a série nos permite manipular polindmios (integragado, di-
ferenciagdo, etc.) em vez da funcdo em si, simplificando a computacdo em troca de uma perda
aceitavel de precis@do. Um certo ganho em utilizar a expansdao em série de Taylor para deri-
var a férmula, é que ela também fornece uma estimativa do erro de truncamento presente na
aproximacdo. Entretanto, no caso unidimensional, tentamos aproximar a0 maximo a primeira
e a segunda derivadas usando apenas trés pontos adjacentes em cada direcdo coordenada no
espaco. Assim, para o caso bidimensional, obtém-se uma estrutura em cruz, com cinco pontos
adjacentes, chamada Férmula de Extensao de 5 Pontos. Essa configuracdo de pontos usada
para discretizacdo de equacdes diferenciais parciais € chamada de unidade de discretizagdo.

Segundo, [ROSSER, 1975], uma possibilidade para resolver um modelo numérico, além
da aplicagcdao da Férmula de Extensdo de 5 pontos, seria aplicar a férmula extensiva de 9 pontos
apenas nos pontos interiores mais distantes da fronteira, em que os nove pontos estdo dispostos
em trés linhas e trés colunas, de modo que nao héd problemas em usa-los nos pontos interiores
adjacentes na fronteira, chamada Férmula de Extensao de 9 Pontos. Utilizando o método dos
coeficientes indeterminados, buscamos nove coeficientes para a diferenca finita.

Portanto, este trabalho apresenta uma formulacdo implicita para o problema de perme-
acdo de dgua em meios porosos saturados para a equagdo de Darcy, com base no Método das
Diferencas Finitas, com a aplica¢do da Férmula de Extensao de 9 Pontos ou no original em in-
glés, Nine-Point Difference Solutions. Um modelo computacional numérico também € proposto
e usado na simulagdo de vdrios cendrios sob aspecto bidimensionais de fluxo e com diferentes
condi¢des de contorno. Os resultados da simulacdo numérica apresentados serdo compara-
dos com solugdes analiticas encontradas na literatura especifica, demonstrando a validade do
modelo numérico computacional apresentado. No entanto, o modelo numérico proposto € im-
plementado na linguagem de programag¢ao GNU Octave 6.3.0 (John W. Eaton, Texas, USA,
United States of America)[EATON et al., 2019], utilizando resultados para diferentes cendrios
e verificados por meio de solugdes analiticas disponiveis na literatura.

Sendo assim, este trabalho dissertativo, € composto por quatro capitulos, uma conclusio
e um apéndice A. O primeiro capitulo consiste de uma introducao que norteia a discuss@o sobre
os modelos matematicos. Além disso, consta com a compreensao das equacdes diferenciais
ordindrias e parciais, o solo e alguns métodos numéricos que resolvem varios problemas fisicos.

No capitulo 2, sdo apresentados uma breve descricdo da equagdo governante adotada
que simula a percolacdo de dgua em solos saturados.

No capitulo 3, pode-se observar o método de diferencas fintas adotadas para a solu-
cdo da equagdo de Darcy, abordando exemplos da Férmula de Extensdao de 5 Pontos e alguns
envolvendo percolacdes unidimensionais e bidimensionais em estado estaciondrio.

No capitulo 4, apresenta-se uma breve demonstra¢do da Formula de Extensdo de 9 Pon-
tos, porém com alguns exemplos de aplica¢cdes, além desses, envolvendo outros dois de perco-
lagdes unidimensionais e bidimensionais em regime permanente e a Norma de Erros entre as
Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos.

Na conclusdo, apresenta-se uma comparacao entre as Férmulas de Extensao de 5 Pontos
e 9 Pontos para os exemplos citados, utilizando como meio de comparagdo as fungdes discreti-
zadas e analiticas.

Na revisdo bibliogréfica, referencio o contetido usado como auxilio para elaboragdo do
trabalho.

Portanto, no apéndice A, tem-se a deducao do exemplo 5, apresentado em exemplos das
aplicagdes da Férmula de Extensdo de 9 Pontos.



O TRANSPORTE DA AGUA NO SOLO

Na agricultura, os solos ndo sdo considerados homogéneos e sua variagdo espacial é
considerada para explorar e monitorar suas propriedades produtivas para um 6timo rendimento,
protecdo ambiental e desenvolvimento humano. No entanto, a agricultura utiliza ferramentas
computacionais, técnicas de geoprocessamento, sistemas de posicionamento global e ferramen-
tas geoestatisticas para manipular e contabilizar a variabilidade dos parametros envolvidos no
processo de produgdo agricola.

Segundo [INAMASU et al., 2011], a variacao espacial dos solos estd sempre presente e
deve ser levada em consideragdo na amostragem de campo, pois pode indicar onde s@o neces-
sérios os diferentes tratamentos em termos de manejo, sem comprometer a representatividade,
permitindo maior detalhamento de uma determinada area.

Conforme menciona [RODRIGUES, 2018], o solo, € um grupo de corpos naturais com-
postos de particulas sélidas, liquidas e gasosas, constituido com matéria inorganica e organica
que preenche a maior parte da superficie da terra. Na figura (2.1), observamos os perfis ou
horizontes do solo e suas diferentes caracteristicas.

Figura 2.1 — Representacdo dos perfis ou horizontes do solo.
Fonte:[ WIKIPEDIA, 2022]



Estudar as caracteristicas fisico-quimicas dos solos e analisar as variedades de tipos, é
o que o homem vem fazendo, através dos estudos fisicos, quimicos, bioldgicos e etc. Tornando
cada vez mais completa e complexa a modelagem matematica e computacional, dos solos estu-
dados [BIEMBENGUT; HEIN, 2000].

As propriedades fisicas do solo afetam diretamente o desenvolvimento radicular das
culturas, e consequentemente na sua produtividade [STEINER; ZUFFO, 2018]. Dessa forma,
entender a variabilidade espacial das propriedades fisicas do solo capturadas por diferentes
métodos de amostragem € benéfico para o manejo. As informagdes coletadas neste campo sao
usadas para aplicacdo em agricultura de precisdo. Portanto, na coleta de amostras de solo, a
variabilidade nos resultados se deve a erros de execu¢do do método durante a amostragem e a
heterogeneidade do solo em profundidade e direcao horizontal. Portanto, € dificil distinguir a
contribui¢do de cada um desses fatores, mas a experiéncia tem mostrado que se a amostragem
for bem-feita e for dada a atenc¢do devida a metodologia sugerida, € possivel diminuir os efeitos
de variacdo e a heterogeneidade do solo [REICHARDT; TIMM, 2022].

Tem-se que a 4gua € um recurso natural renovavel, porém necessita-se dela para diversas
atividades, como consumo humano, industrias e agricultura irrigada. Assim, [PAZ; TEODORO;
MENDONCA, 2000], observou que em escala mundial, a 4gua é um recurso cada vez mais
escasso, pois ocorre constantemente um crescimento da populacdo e de atividades econdmicas,
ou seja, hd um aumento da demanda e reducdo da oferta. Portanto, esta tiltima estd condicionada
principalmente a polui¢cdo dos mananciais.

Assim, boa parte do volume de dgua captado pelos mananciais, sdo utilizados na agri-
cultura irrigada, por isso ela é considerada a atividade que mais utiliza 4gua, sendo que é na
irrigacdo que se consome mais dgua. Portanto, controlar a presenca de 4gua na producao agri-
cola, através do uso de irrigacdo, permite aos agricultores, tradicionalmente acostumados a
colher uma safra por ano (época das chuva), aumentar o nimero de colheitas [TESTEZLAF,
2017].

Com isso, a modelagem matemdtica e computacional ¢ um campo de conhecimento
multidisciplinar que envolve a aplicagdo de modelos mateméticos e técnicas computacionais
para analisar, compreender e estudar a fenomenologia de problemas complexos em diferentes
areas do conhecimento. Assim, € possivel simular solu¢gdes para problemas cientificos, analisar
fendmenos, desenvolver modelos matematicos para descri¢do e desenvolver c6digos computa-
cionais para obtengdo das solugdes 6timas . Pode-se afirmar, que a teoria dos modelos tem como
objetivo reproduzir os processos que ocorrem na natureza, baseando-se em aspectos tedricos e
conhecidos.

2.1 Modelo Matematico

A seguir serdo colocados as fundamentagdes tedricas referentes aos conceitos basicos
de equacdes diferenciais ordindrias e parciais.

2.1.1 Conceitos Basicos de Equacoes Diferenciais

Uma equagdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis depen-
dentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equacdo diferencial.
Essas equacdes sdo divididas em: equagdes diferenciais ordindrias (EDO) e equacdes diferen-
ciais parciais (EDP). A equagdo diferencial ordindria, envolve somente derivadas ordindrias de
uma ou mais varidveis dependentes, com relacdo a uma Unica varidvel independente [ZILL;
CULLEN, 2001]. Portanto, ela tem a seguinte forma:
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De forma que x, é chamada de varidvel independente, y € a varidvel dependente e n,
representa a ordem maior das derivadas inseridas na equacao.

Uma equacao diferencial parcial (EDP), é uma equacdo que envolve as derivadas par-
ciais de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou mais varidveis independentes [ZILL;
CULLEN, 2001]. Podendo ser apresentada pela equacao (2.2) :
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Assim temos, que as varidveis independentes sdo dadas por (x1, X2,...,X,) € a varidvel
dependentes u(x1, X2, ..., Xn).

As equagdes diferenciais sdo classificadas de acordo com o grau, a ordem e a linearidade.

Segundo [ZILL; CULLEN, 2001], uma equacao diferencial € chamada linear, quando
pode ser escrita como na equacao (2.3):

n n-1 d
an (x)d—x?i + an_l(x)ﬁn_f +..ta (x)d—i/ +ap(x)y =g (2.3)
Onde (a;,a,-1,..., a1, ay), sdo coeficientes conhecidos.

Dessa forma, as equagdes diferenciais parciais sao chamadas de lineares, se atendem as
duas propriedades seguintes:

* A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; onde a poténcia
de cada termo envolvendo y € 1.

* Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente X.

Portanto, uma equagdo que nio € dita ser linear, ela € chamada de nao-linear.

A ordem de uma equagao diferencial, € determinada pela ordem da derivada de maior
grau que apresenta na equagdo. Sua representacdo de uma forma geral de n-ésima ordem [ZILL;
CULLEN, 2001], é dada pela equacao (2.1).

Entretanto, o grau de uma equacao diferencial, é o valor do expoente para a derivada
mais alta da equacao.

2.1.2 Equacoes Diferenciais Parciais de Segunda Ordem

Virias sdo as aplicagdes das EDP’s, sob aspectos da modelagem, em diversos fendme-
nos que ocorrem na Mecanica, Eletricidade, Biologia e entre outras. Em alguns problemas
encontrados com mais frequéncia nas engenharias, normalmente, eles sdo descritos por equa-
coes diferenciais parciais que envolvem as dimensdes espaciais com o tempo. Poucas sdo as
EDP’s que possuem solucdo analitica, por isso, a grande necessidade de buscar algum método
numérico para se obter uma solu¢do aproximada dessa equacao.



De tal forma, [ZILL; CULLEN, 2001], apresenta a forma geral de uma EDP de segunda
ordem linear em duas varidveis independentes x e y da seguinte maneira:

A62u+B Fu +C62u+Da—u+Ea—u+Fu—G(x ) 2.4)
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Onde A,B,C,D,EF e G sdo fun¢des que dependem das varidveis independentes x e y.
Portanto, no momento em que G(x,y) = 0, dizemos que a equagdo € homogénea; em caso
contrério, ela € dita ser ndo-homogénea.

As EDP’s de segunda ordem em duas varidveis independentes com os coeficientes cons-
tantes classificam-se como elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas. Essa classificacdo somente
depende dos coeficientes das derivadas de segunda ordem. Portanto, tendo como discriminante:

A=B*-4AC (2.5)
Considerando a equacdo de derivadas parciais linear de segunda ordem homogénea:
u _0°u _0°u _Ou _Ou

A +B +C +D—+E—+Fu=0 2.6
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Onde A,B,C,D e F, sdo niimeros reais, a equacgdo (2.6) podera ser classifica como:

* Elipticase A=B*-4AC<0
e Parabdlicase A=B?>—4AC=0

« Hiperbélica se A = B> —4AC >0

2.1.3 Problemas de Valor Inicial e Contorno
Um problema de valor inicial € composto por uma equagdo diferencial junto com o es-
tabelecimento do valor das funcdes desejadas em um ponto que denota-se por #y. Formalmente
um problema de valor inicial (PVI) € definido para a equacgdo diferencial ordindria, pela equagcao
de segunda ordem seguinte:

Y +py +q@y =g 2.7)

Com as condigdes iniciais dadas pelas equacdes (2.8) e (2.9):

y(to) = yo (2.8)



Y (1) = ¥g (2.9)

Este tipo de problema é bem natural se estamos estudando a evolucdo de algum feno-
meno, ja que nesse caso € esperado que a situagdo do objeto estudado seja conhecida no tempo
inicial ty. Note-se que as condi¢des iniciais sdo a chave para garantir que a solug¢do do sistema
seja unica.

Porém ha situagdes em que nio se conhece o valor da derivada de y no ponto inicial.
Se tem-se apenas o valor de y em um ponto ainda sobrard um grau de liberdade e a equacgdo
diferencial ndo terd a sua solu¢do completamente determinada.

De acordo com, [BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020], algumas aplicacdes fisicas, fre-
quentemente, leva a outros tipos de problemas, de forma que o valor da varidvel dependente vy,
ou também de sua derivada, é detalhado em dois pontos distintos. Portanto, essas condi¢des
sdo chamadas condicdes de contorno. Assim, uma equacdo diferencial juntamente com uma
condi¢do de contorno especificada, configura um problema de valores de contorno (PVC) com
dois pontos. Uma equacdo diferencial tipica, é dada pela equacgdo (2.10):

Y Hpy + gy =g (2.10)

E com suas condic¢des de contorno:

y(@) = yo (2.11)

yiB)=n (2.12)

Nesse caso conhecemos os valores que de y em dois pontos, que chama-se de valores
de contorno.

2.1.4 A Equacao de Henry Darcy

No ano de 1856, o engenheiro hidraulico francés chamado Henry Darcy, publicou um
relatério com base nos resultados de experimentos de laboratério que ele conduziu sobre o
abastecimento de 4gua na cidade francesa de Dijon. No relatério, Henry Darcy, apresentou um
experimento de laboratdrio que realizou para analisar o fluxo de 4gua na areia. Os resultados de
seus experimentos podem ser generalizados para as regras praticas que agora levam seu nome.

Considere um aparato experimental como mostrado na figura (2.2). Uma coluna circular
arranjada de drea A [L?], é preenchida com areia. A dgua é introduzida na coluna e flui através
dela até o momento em que todos os poros estdo preenchidos por dgua e a vazio de entrada de
fluxo q [L3T7!] é igual a vazdo de saida e as elevacdes dos niveis do fluido sdo h1 [L] e h2 [L],
chamadas de cargas hidréulicas, tendo como referéncia o nivel de d4gua (NA). A distincia entre
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as cargas hidréulicas é h [L] e o comprimento da amostra de areia medido no sentido do fluxo,
¢ ¢ [L]. Portanto, a carga hidrdulica total em um determinado ponto representa a soma da carga
piezométrica (hp), que consiste na altura da coluna ou pressao da dgua, e a carga altimétrica
(ha), em que a altura, representa a diferenca em parcelas obtidas em relacdo a um unico plano
de referéncia [NETTO; M.; FERNANDEZ, 2015].
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Figura 2.2 — Esquema ilustrativo do experimento realizado por Darcy.
Fonte:]MARANGON, 2018]

Em que:

¢ = comprimento da amostra medido no sentido do fluxo [L]
A = drea da secdo transversal da amostra [L?]

h = distancia entre as cargas hidraulicas [L]

ha = carga altimétrica [L]

hp = carga piziométrica [L]

Dessa forma, tem-se para os pontos A e B, as cargas hidraulicas hl = hpl + hal e
h2 = hp2+ ha?.

A mesma coluna de solo que estd na posi¢do vertical na figura (2.2), também pode ser
colocada na posicao horizontal e até mesmo em angulo inclinado. Portanto, nesses casos, a
equagio de Darcy permanece vilida. E importante ressaltar que em qualquer caso (vertical,
horizontal ou inclinado), ¢ representa sempre o comprimento do solo na dire¢do do movimento
da 4gua. A condutividade hidraulica (K) de um meio poroso € um parametro que caracteriza
a velocidade que a dgua desenvolve ao percorrer o meio, quando submetida a uma diferenca
de carga (h). Este pardmetro € a base para o estabelecimento de equacgdes para o escoamento
de dgua em meios porosos, conhecidas como a equacdo de Darcy. Desse modo, Henry Darcy
descobriu que a vazdo (q) era proporcional a razdo h/¢, conhecido como gradiente hidrdulico
da 4gua (i), apresentado nas equagdes (2.13), (2.14) e (2.15) a seguir.

De acordo com [FEITOSA et al., 2008], quando a carga hidrdulica aumenta em uma
direcdo, o gradiente hidraulico € positivo, mas se a carga diminui, o gradiente é negativo. Por-
tanto, o movimento do fluxo de 4gua ou lencol fredtico ocorre da queda mais alta para a queda
mais baixa e, portanto, possui um gradiente negativo em sua dire¢do. Assim, o sinal negativo
na equacao de Darcy indica que a velocidade estd na dire¢ao oposta ao gradiente hidraulico, ou
seja, o fluxo de dgua subterranea ocorre na dire¢do de queda da carga:
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q=—ks 7 A (2.13)
h
q:—kSZA (2.14)
e
q=—ksiA (2.15)
Onde:
g: densidade de fluxo da dgua no solo saturado ou vazio de dgua [L3T ']
ks: € a condutividade hidrdulica saturada do material ou coeficiente de permeabilidade
(LT

A: é a drea de se¢do transversal da coluna [L?]

hy e hy: sdo as cargas hidraulicas totais na extremidade da coluna [L]
h O0h

7 =& = 1: € chamado de gradiente hidraulico [LL7Y

De forma que a equagdo de Darcy, foi deduzida para solo saturado, e neste caso o h é
considerado equivalente a h; — hy, nas equacdes (2.13), (2.14) e (2.15).

A vazdo (q) dividida pela area transversal do corpo-de-prova (A) indica a velocidade
com que a agua percola no solo (v), também chamada, velocidade de fluxo da 4gua no solo,
velocidade de descarga ou de percolagdo, dada nas equagdes (2.16), (2.17) e (2.18), que ndo € a
velocidade real, apresentada a seguir:

v=—ks 7 (2.16)
h
V= _ksz (2.17)
e
v=—ksi (2.18)
Onde:

v: velocidade de fluxo [LT ']

Mas a dgua ndo atravessa toda a drea, apenas atravessa os vazios. Assim, pode-se ad-
mitir que a relacdo entre a drea transversal de vazios e a drea transversal total seja dada pela
porosidade (n). Desse modo, a velocidade de percolagdo real da d4gua no solo, seria:
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VR = (2.19)

S

De forma que:
vg: velocidade de percolagido real [LT ']

Tornando ainda as equacdes (2.16), (2.17) e (2.18) com algumas mudancgas de variaveis,
obtém-se a seguinte equagao (2.20):

0
b= —ks L (2.20)
0z
Onde tem-se, que:
0
%: € o gradiente do potencial total da soluc@o na direc¢do vertical, admensional
z

A 4gua pode ser caracterizada por um estado de energia. Essa energia pode ser dividida
em duas parcelas: cinética, associada a velocidade da dgua e potencial, associada a outras
componentes.

Como o movimento da dgua no solo é em geral lento, a parcela cinética da energia
total, proporcional ao quadrado da velocidade, pode ser desprezada. Assim, a energia potencial
representa o estado de energia da dgua, também chamado de potencial total da d4gua no solo
[LIBARDI, 2005].

A 4gua do solo estd sujeita a um certo nimero de forcas que fazem com que seu potencial
difira do potencial padrdo. Essas forcas somadas que alteram o valor do potencial total da 4gua
(¥ ;) de um ponto, sdo representadas pela equacdo (2.21). Entretanto, o potencial de pressao
(wp) € o potencial gravitacional (), sdo utilizados e aplicados no transporte de dgua, em
condicdes de solos saturados. Portanto, em condi¢des de solos ndo saturados, o potencial total
da dgua (), seria obtido através da soma do potencial gravitacional () e o potencial matricial
(¥ m), este ultimo diz respeito as interagcdes entre a matriz do solo e a soluc¢do no solo, incluindo
forcas associadas com a adsor¢do e a capilaridade, responsaveis pela retencao da solugdo no
solo [LIBARDI, 2005].

A componente de carga gravitacional, que representa o potencial gravitacional (yg), €
a altura percorrida pela dgua com a gravidade atuando na terra. A componente de carga de
pressao € considerada somente, quando a pressao atuante sobre a dgua for maior que a pressao
atmosférica, sendo neste caso considerada positiva. Da mesma forma, ela representa a altura de
uma coluna de dgua atuando no ponto em consideracao.

Assim, o potencial matricial (¥ ,,) estd relacionado com as for¢as métricas. Conside-
rando um determinado volume de solo ndo saturado, considera que para remover a quantidade
de equilibrio de dgua presente nele, a energia € gasta, e quanto mais seco o solo, maior a energia.
Portanto, o solo retém dgua em seu espaco poroso, cuja for¢a aumenta a medida que a quanti-
dade de 4gua no solo diminui. Devido a presenca da matriz do solo, essas forcas sdo chamadas
de forcas matricas.

Em solos ndo saturados, ocorre a formacdo de meniscos de dgua entre as particulas
sOlidas, em resposta aos fendmenos capilares oriundos da tensdo superficial da dgua [LIBARDI,
2005] [REICHARDT; TIMM, 2022] [LU; LIKOS, 2008]. A dgua nesses meniscos se encontra
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a uma pressao inferior a pressdo do ar, também presente nos poros. Caso se considere o ar sob
pressao atmosférica, e sendo esta, tomada como referencial, a 4gua estard sob pressao negativa.

Portanto, o potencial total (), sujeito a um certo nimero de forcas num solo, € repre-
sentado pela equacdo (2.21) a seguir:

Vi=Yp+tVYgt+t¥m (2.21)
Em que:

¥p: componente de carga de pressdo hidrostatica [L]
Wg: componente de carga gravitacional [L]
¥ m: componente de carga matricial [L]

Uma outra componente seria o potencial osmético (y,), que estaria associada a forca de
interacdo na dgua, e € atribuida a presencga de solutos na solucdo de solo. Os solutos podem ser
sais 1norganicos ou componentes organicos. Sua presenca reduz a energia potencial de dgua,
principalmente por reduzirem a liberdade de movimento das moléculas de d4gua que se agrupam
em torno de cada fon soluto ou molécula. Quanto maior a concentragdo de solutos, menor o
potencial osmético.

As parcelas osméticas e matriciais sdo desprezadas para o solo saturado. Portanto, as
componentes de cargas de pressdo e gravitacional, podem ser agrupados numa s6 componente
(H). Assim, o potencial total num solo saturado, é expresso pela equagdo (2.22):

H=vy,+y,g (2.22)
Podendo escrever da forma:
0 +
b= g PWr Ve (2.23)
0z
e
0H
v=—ks— (2.24)
0z

Segundo [REICHARDT; TIMM, 2022], a forma geral tridimensional da expressao,
equacgdo de Darcy, relativa ao escoamento de um fluido incompressivel e homogéneo, consi-
derando a condutividade hidrdulica invariante em todas as dire¢des, € expressa como:

vy = ks (2.25)
0x
OH
vy = —kg o (2.26)
y ay
c
OH
v; = —]CSE (227)
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2.1.5 A Equacao da Continuidade

A energia e a massa, ambas se conservam, e ndo podem ser destruidas e nem criadas ao
longo de um processo. O avango da chamada equacao de continuidade € aplicado para mostrar
o conceito de volume de controle. A equacdo da continuidade € obtida através do balanco de
massa, em um determinado volume de controle no solo, que pode atravessar uma drea de entrada
e saida no volume de controle [NETTO; M.; FERNANDEZ, 2015].

O volume de controle (VC), conforme a figura (2.3), € uma regido fixa no espaco com
fronteira imagindrias, e através dessas fronteiras, poderao passar massas livremente [COIM-
BRA, 2015].

Az
VC
,z",' ----- ’ el
'
ot
I . o
i i ]
)~ == i
5 RN A :
e 1 F s
Fy

Figura 2.3 — Volume de Controle.
Fonte:[MAXWELL, 2018]

Portanto, a partir desse volume de controle, para um balanco de massa, podemos supor
que para uma determinada quantidade de massa que entra , menos a quantidade de massa que
sai pelo volume de controle, € igual a quantidade de massa que acumula , ou seja:

Quantidade (massa que entra) — Quantidade (massa que sai) = Quantidade (massa acumulada)

Supondo que haja uma certa quantidade de massa conhecida (m) no interior do volume
de controle, e ainda imaginando que esteja entrando uma massa com fluxo ou sendo chamada
taxa de entrada (7i1,) e que esteja saindo do volume de controle uma massa com taxa de saida
(ri1g).

Tratando-se desse balango de massa, e tomando uma parte pequena e bem definida desse

. , . . m p <
sistema; nos levard a um balangco de massa diferencial (E) que resultard numa equacao da

continuidade, que € uma das equacdes mais importantes da modelagem matemaética.Portanto, o
balanco de massa continua valendo a figura (2.4):
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Figura 2.4 — Principio de conservagdo da massa.

Fonte:[MAXWELL, 2018]

RY

Adota-se um ponto imerso no fluido, e para tal, um sistema de coordenadas nesse ponto
(X, y, z). Tracando-se sobre este ponto um certo volume de controle na forma de um cubo de
dimensdes: Ax, Ay e Az. Portanto, o volume de controle desse tipo, é chamado de volume de

controle diferencial, conforme a figura (2.5):

A2
vC
i o A e >
R It
e SEE
| 1 i i
| i i i
Az ) ' ! '
1
L ssanaul? Ay

Figura 2.5 — Volume de controle diferenciais.

Fonte:]MAXWELL, 2018]

xy

Analisando o VC em torno do ponto no ﬂuido,l atlravés da figura (2.6), e podemos ob-
servar que existem duas faces paralelas AADD e BB C C que sao perpendiculares a dire¢ao
X, tomando também as faces paralelas A B C D e ABCD a direcdo y e finalmente as faces

AADDeCC'DDeBB A A, adirecio z:
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Figura 2.6 — Volume de controle dentro de um fluido.
Fonte:[MAXWELL, 2018]

Nota-se ainda, que a taxa de massa passa pela face da esquerda AA'D D, e entra pelo
VC, enquanto que a taxa de massa passa pela face da direita BB'C C, e sai do VC.

Portanto, para calcular a taxa de entrada de massa (ri1,[M T~11), adotando-se a densidade
(p [ML™3]), a vazdo volumétrica (q[L3 T711), a velocidade (v[LT™']) e drea (A[L?]); no VC,
através da direcdo x (7t x), t€m-se:

Me,x = Px(qx (2.28)
Mex = PxVxAx (2.29)

€
Me x = PxVxAYAZ (2.30)

Da mesma forma, temos para as dire¢des y (7)) € Z (1ite,2):

Tite,y = ydy (2.31)

Mey = PyUyAy (2.32)

17



ey = PyVyAXAZ

Na direcdo z, t€ém-se:

me,z =pPzqz

me,z =PV A,

Me,z = PV AXAY

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Analogamente, fazemos para a taxa de saida de massa no VC, através das direcdes x

(ri1s,x), y (s y) e z (s ;) da seguinte forma:

Mg x = Px+AxJx+Ax

mMs,x = Px+AxVx+AxAx+Ax

Mg x = Px+axVx+axAyAz

Na dire¢do y, tém-se:

mS,y = Py+Ayqy+nay

mS,y = Py+Ay Vy+AyAy+Ay

ms,y = Py+ayVy+ayAxAz

Na dire¢do z, tém-se:

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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mS,z = Pz+Azqz+Az (243)

mS,z = Pz+Az Uz+AzAz+Az (2-44)

e finalmente:

mS,z = Pz+Az vz+AzAXAy (2-45)

Entretanto, utilizando esse volume de controle para um balango de massa e, para um
tempo (t[T]), ou seja, as condi¢des de conservacao, continuam valendo:

om

i, — 1e = — 2.46
e — s = — (2.46)
Sabendo que m = pV = pAxAyAz e derivando ambos os lados por (t), t€m-se:
om 0(pAxAyAz)
e 2.47
ot ot 247)
e
om op
— = AxAyAz— 248
ar %%y (248)
Fazendo as seguintes substituicdes, obtém-se:
. . . . . . om
Mex + Mgy + Nz — (g x + Mgy, + Mg z) = ar (2.49)
Rearranjando, fica:
. . . . . . om
(me,x - mS,x) + (me,y - mS,y) + (me,z - mS,z) = E (250)

Substituindo os termos, obtém-se a seguinte expressao:

0
(PxVx = Px+ax) AYAZ+ (0yVy — Py1ay) AXAZ+ (P2V; — Pz+ax) AXAY = AxAyAza—'(; (2.51)
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Multiplicando-se a equacgdo por ((—1)/AxAyAz), obtém-se a seguinte equagao:

Px+AxVx+Ax — PxVUx + Py+ayVy+ay —PyUy + Pz+AzVz+Az — Pz V7 dp

=—— 2.52
Ax Ay Az ot 2.52)
Finalmente por defini¢do de derivada, [GUIDORIZZI, 2013], t€ém-se:
df(x)
"(x) = —=—— 2.53
f=— = (2.53)
b fx+Ax) - f(x)
f1o0= fim T @4
e
o Ay
Fo= Al;lcr—l»lo Ax 2.55)
E fazendo com que Ax, Ay e Az — 0, chega-se a equacdo da Continuidade Massica:
0 do(pv 0 d

0x oy 0z dt

Essa equacgdo pode ser apresentada também de uma outra forma. Vamos supor que vy,
vy € Uz, sdo as componentes X, y € z de um vetor, ao qual vamos supor vetor velocidade.

Uy
Definimos a divergéncia de um vetor, V = (vy) , logo:
Uz

;| ov, 0
dipy =2 7 Ol

2.57
ox 0y 0z 2.57)

Sendo assim, multiplicando-se a equacdo(2.57) pela densidade (p), obtém-se uma nova
expressao:

0
0(pvy) N (ovy) N d(pvy)

div(pV) = 2.58
O N TR (29)
E finalmente, chegando a outra forma da equagdo:
- dp
div(pV)=—-— 2.59
iv(pV) P (2.59)
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2.1.6 A Equacao de Laplace

Entretanto, no cdlculo vetorial [SPIEGEL; LIPSCHUTZ; SPELLMAN, 2011], o opera-
dor nabla ou del (ﬁ), ¢é definido simbolicamente, como:

V=i—+j—+k— (2.60)

Onde 17, fe k, sio chamados de versores e utilizados nos eixos coordenados x yz.
Suponha uma func¢do f(x, y, z), e aplicando o operador del na funcao f, obtemos o vetor
gradiente da func¢ao escalar f ou campo vetorial:

[0f -of Lof

Vf = + 2.61
f= l ]ay 3z (2.61)
De forma andloga, o operador aplicado no vetor gradiente da funcdo escalar, obtém-se

as seguintes expressoes:

. -0 -0 20f -of -of
VV:—————k— 2.62
L P PR R P (2.62)
- 0> 0* 0
e
VVf=V3f (2.64)
Chamado de Laplaciano de f.
Se V2f = 0, entdo:
’f 0*f 0°f 3

_ 2.
02 0y? 022 (2.65)

Logo, chamamos de equagdo de Laplace [SPIEGEL; LIPSCHUTZ; SPELLMAN, 2011],
podendo ser representada da seguinte forma:

f Of Of _

div(Vf) = +
v y) 0x?  0y%> 0z

(2.66)

2 2 2
f Pf Ff
0x2  0y%? 022

V2 f = (2.67)
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2.1.7 A Equacao de Laplace Através da Equacao de Darcy

Considere-se um ponto infinitesimal imerso no fluido, cujo VC em torno do ponto na
forma de um cubo, com dimensdes Ax, Ay, Az e com volume V = AxAyAz de material poroso,
representado na figura (2.7), que tenha um fluido incompressivel, considerada ndo viscosa e que
esteja sob regime laminar. Portanto, sob tais condi¢des, o balanco de massa é equivalente ao
balanco de fluxo:

=Y

Figura 2.7 — Volume de controle na forma de cubo.
Fonte:[MAXWELL, 2018]

Assim, quando a dgua entra no meio poroso, ela realiza uma variacdo na velocidade,
para calcularmos a vazdo de dgua, aqui sendo representada por (¢[L3T'1), que entra pelas
faces do VC, basta multiplicarmos a velocidade pela area. Portanto, a vazao com que o fluido
entra (Q,) no VC, nas direcdes X, y e z, serd dada pela seguinte expressao:

Qe = VxAyAz+ vyAxAz+ v AXAy (2.68)

Onde vy, vy € v, sdo as velocidades de percolagdes nas diregdes X, y € z.
Podemos admitir, que a vazao com que o fluido sai (Qs) do VC, segue a orientacdo da
mesma forma:

0 ov 0
Qs = (vy+ %Ax)AyAz+ (vy + a—yyAy)AxAz+ (v, + ﬁdz)AxAy (2.69)

Considerando a conservacdo da massa, de acordo com [BORGNAKKE; SONNTAG,
2013], num intervalo de tempo infinitesimal, a vazdo com que o fluido entra, serd igual a vazao
com que o fluido sai do VC, e assumindo rigidez do meio poroso, podendo ser expresso, depois
de algumas simplificagdes, resultando em:
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0v,Ax ovyAy

VxAyAz+ vy, AxAz+ v AxAy = (vx + JAyAz + (vy + JAxAz
X
ov,A
twa+ ZZ2%5AxAy  (2.70)
z
Depois de algumas simplificagdes, chega-se na equacao:
al}x avy 6Uz
+—+—=0 2.71
ox 0y 0z @.71)
Aplicando a equagdo de Darcy na equagdo (2.71) para o meio poroso isotropico, onde
0H O0H
o potencial ou gradientes hidraulicos nas direcdes x, y e z, € representado como (_0_’ ~ 3y
X y
H
———) e que a velocidade de percolacdo € expressa por:
0H
Ve=—ky— (2.72)
0x
0H
v, =—k,— (2.73)
y y ay
e
0H
v, =—k;— (2.74)
0z

Em se tratando de fluxo em regime permanente onde as caracteristicas do problema
hidrdulico ndo se alteram com o tempo, pode-se obter o seguinte resultado:

0 O0H

o OH o . O0H
55Ky )+ 3y ks

+—(k;—) =0 (2.75)
V4

ox ‘ox 9y 0z ‘0

Portanto, para meios porosos isotropicos, onde ky = ky, = k; = ks, finalmente a equagdo
transforma-se na conhecida equagao de Laplace:

o 0H 0 0H & OH
vir=2 2 L8 L8 2.76
oxax’ tay'ay) 18262 (2.76)

Transformando-se para:
0*H &H+¥H_

VZH = + =0 2.77
ox?  0y* 072 @.77)

23



METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A maioria dos problemas estudados nas ciéncias fisicas e engenharias, podem ser repre-
sentados por equagdes diferenciais sejam ordindrias ou parcias, que sao utilizadas para construir
modelos matemadticos. As equagdes diferenciais sdo equagdes que envolvem funcdes desconhe-
cidas e suas derivadas. A maioria das equagdes diferenciais ndo sdo faceis de se resolver, e
assim, para achar uma solucdo desses problemas € preciso fazer uso de métodos numéricos.
A ideia bésica do Método das Diferencas Finitas € converter a solu¢do da equacao diferencial
em um sistema de equagdes algébricas ao substituir a derivada por uma equacdo de diferen-
cas. O Método numérico das Diferencgas Finitas € adequado para resolucao utilizando recursos
computacionais.

3.1 Aproximacao da Derivada de Primeira Ordem

De acordo com [PETERS; SZEREMETA, 2018], usando a aproximagdo da série de
Taylor, assumiremos que a funcao f possui derivadas de todas as ordens e que seja continua no

intervalo [a, b] , € que pode ser expressa como uma série de poténcias com raio de convergéncia
R. Assim:

+oo
f) =) an(x—xp)" (3.1)
n=0
e
F(x) = ag+ ar(x — xo) + az(x — X0)? + ... + an(x — x0)" + ... (3.2)

para |x — xp| < R.

Inicialmente, aplicando-se x = xq nas f(x), f'(x), f"(x), até sua f ) (x) e assim, obtém-

! i
. o), "), [T x0)
se: ap = f(x9); a1 = T as = TR ap=———.
Dessa forma, se f tiver uma expansdo em série de poténcias centrada em Xy, entdo ela

deve ter a seguinte forma:

+oo £(n)
[ (x0) n
[ = Z T(x—xo) (3.3)

n=0



A série da equacgdo (3.3) é chamada série de Taylor da funcdo f centrada em xp.
No caso mais particular, para xo = 0, a série tem a forma:

f=Y X" (3.4)

n=0

!

e recebe o nome de série de Maclaurin.
Dessa forma, se f(x) € igual a soma de uma série, entdo f(x) convergird para o limite
das somas parciais dessa série. E, diga-se que T, (x) € a soma parcial da série:

n £
r=y L

i=0

(x - xo)’ (3.5)

onde T,(x) € um polindmio e denominamos como polindmio de Taylor de grau n centrado em
Xo. Em outras palavras:

f)= lim Ty, (x) (3.6)

Assim, conforme n tende ao infinito a soma parcial dos termos do polindmio de Taylor é uma
aproximacdo da f(x). Ainda, podendo escrever:

Ru(x) = f(x) = Tp(x) 3.7

onde R, (x) € o resto(ou erro de truncamento) da série de Taylor. E de maneira equivalente:

f(x)=T,(x)+ Ru(x) (3.8)

A seguir apresenta-se o teorema que expressa formalmente essa andlise.

Teorema 1 Seja f uma funcdo com derivada de todas as ordens e f(x) = Ty (x) + R, (x),
onde T, € o polindmio de Taylor de grau n centrado em xp € o nl—i»TooR” (x) = 0 para todo
|x—xp] <R.

Demonstragdo: O teorema acima sugere que se, de alguma maneira, puder mostrar que
R, (x) =0 quando n — +o0, entio:

n £
T, (x) = Z f i('XO)

i=0

(x—x0)’,

ou seja, a funcdo f pode ser representada por uma série de Taylor. De fato, pois:

nl—i>I-|l:loo Th(x) = nlirgm[ f(x)=Ru(x)] = f(x)— nlirpoo Ry(x) = f(x)
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Assim, seja a expansdo em série de Taylor do valor da funcdo em x; + Ax, em torno de
x;. Portanto, reescrevendo a fungdo, tem-se:

(Ax) df(x) . (Ax)? d? f(x) . (Ax)® d3 f(x)

flxi+Ax) = fx;)+ 0 dx |x; 0N dx2 lx; 31 dx3

lx; +...+ Ry 3.9

onde, R, representa o resto:

_(Ax)"d" f(x)
o dx™ ¢

n (3.10)
com ¢ no intervalo [a, b].

Portanto, se os pontos x; + Ax, também representado por x;1, € X; estiverem suficien-
temente proximos, pode-se a partir dai, desprezar os termos de alta ordem ou seja, truncando a
expressao da derivada:

(Ax)? d? f(x) .\ (Ax)® d3 f(x)

o k2 T T g bt TR =0 G.11)
logo:
_ (Ax) d f(x)
f(xi +Ax) = f(xl') + TW . (312)

Entretanto, considerando o primeiro termo desprezado da série, tem-se que a ordem do
erro cometido nessa aproximacao, seria a ordem do espacamento Ax, do primeiro termo:

1 (A*d*f(x)
Ax 2! dx?

|x; (3.13)

Dai, tem-se a aproximacdo da derivada de 1* ordem, sendo portanto, conhecida como
diferenga progressiva com erro de aproximacdo de 1* ordem, O¢(Ax). Esse erro, € a soma dos
termos da série de Taylor até o R,,. Portanto, a poténcia Ax no primeiro termos a ser truncado,
d4 a ordem da aproximacao:

df(x) - fxi+Ax) = f(x;)

o > + O (Ax) (3.14)

Analogamente, para se obter o valor de f(x) em x; — Ax, seria:

(Ax) df(x) . (Ax)? d? f(x) . (Ax)® d3 f(x)

fxi—Ax) = f(x;)+ 0 dx Lx; N dx2 L 31 dx3

|xi+...+Rn (3.15)
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Novamente, truncando a expressdo da derivada, andlogo a diferenca progressiva, teria
a mesma ordem de erro, que seria a ordem do espacamento Ax, do primeiro termo. Portanto,
seria conhecida como diferenca regressiva com erro de aproximacao de 1* ordem:

af(x)  _ flx)—flxi—Ax)

AL = + O (Ax) (3.16)

Contudo, fazendo a subtragc@o da equagdo (3.9) com a equacdo (3.15), obtém-se:

3 43
Wodfw 090 dfw

fxi+Ax)— flxi—Ax) =2 TR 1 s | i

+...+R, (3.17)

Assim, truncando a expressdo das derivadas e considerando o primeiro termo despre-
zado da série, tem-se que a ordem do erro cometido nessa aproximacgdo, seria a ordem do
espacamento Ax?, do primeiro termo:

L, (Ax)3 d3 f(x)

. 1
2Ax~ 31 dx3 lx (3.18)

A partir dai, tem-se, a aproximagdo da derivada de 1* ordem, que é conhecida como
diferenca central com erro de aproximacao de 2* ordem:

df(x)| _fxi+Ax) - fxi — Ax)
dx) " 2Ax

+O¢(Ax?) (3.19)

A seguir, tem-se na tabela (3.1) para as aproximagdes das derivadas de 1* ordem:

Tabela 3.1 — Derivadas aproximadas por série de Taylor.

. A — .
4/ lx; = i+ 80 = f(xi) + O¢(Ax) Derivada Progressiva
ddf( EC)) J(xi) %EC AX)
X xi)— f(x;—Ax . _
) e |y, = ’A o ! ) + O (Ax) Derivada Regressiva
TS Ly = Jlxi + Ax) = Jxi = Ax) + O¢ (Ax?) Derivada Central
dx) ™ 2Ax

3.2 Aproximacao da Derivada de Segunda Ordem

Pode-se aplicar também para a determinagdo de outras derivadas, desde que as expan-
soes em série de Taylor, sejam combinadas devidamente. Porém, para se obter a aproximacao
da segunda derivada, deve-se somar as equagdes (3.9) e (3.15) para se chegar na seguinte ex-
pressao:

(Ax)? d? f (x) 42 (Ax)* d* f(x)
21 dx2 M 2! dx?

fxi+Ax)+ f(x;—Ax) =2f(x;) +2 |y, +...+ Ry (3.20)
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Assim, truncando a expressdo das derivadas e considerando o primeiro termo despre-
zado da série, tem-se que a ordem do erro cometido nessa aproximacgdo, seria a ordem do
espacamento Ax> do primeiro termo:

1 2(Ax)4 d* f (x)
Ax27 4l dx*

(3.21)

Portanto, tem-se a aproximag¢do da derivada de segunda ordem, com erro de aproxima-
cdo de 2* ordem:

d°f(x)  fl+Ax)=2f(x)+ flx;i—Ax)
dx? 1" Ax?

+O¢(AX?) (3.22)

3.3 Aproximacoes para Derivadas Parciais

De forma andloga, através da expansdo em série de Taylor e chegando as equacdes
(3.14), (3.16) e (3.19), pode-se aplicar também as aproximacgdes as expressdes em derivadas
parciais.

Para uma funcio f(x,y), obt€m-se suas derivadas de primeira ordem da seguinte forma,
conforme a tabela (3.2) a seguir:

Tabela 3.2 — Aproximacdes para derivadas de primeira ordem.

kai,yj) ~ Jxi+Ax, Zfi_ [xiy)) +O¢(Ax) Diferenca Progressiva em x
c')f((a_;c/,y)lm’yj) - Flxi,yj+ AAyy) — S0 y)) +0:(Ay) Diferenca Progressiva em y
thi. W)= ey = £ ;xi —Axny;) + O¢(Ax) Diferenca Regressiva em x
c‘)f(()_a}c/,y)l(%yﬂ &y - f;g/xi’ YiZAY) 0 (Ay) Diferenga Regressiva em y
%km.yﬂ = flxi +Ax, yj)A_yf(xi —A%y;)) +0¢(Ax?) | Diferenga Central em x
af((;;, ) ey = fG, i+ Ay)A_yf(xi’ yi =4y +0¢(Ay?) | Diferenga Central em y

Portanto, para uma funcdo f(x,y) na tabela (3.3), obtém-se suas derivadas de segunda
ordem, expressas da seguinte forma:

Tabela 3.3 — Aproximacdes para derivadas de segunda ordem.

f(x,y) Fi+Ax,y) =2f(x;, yj) + f(xi — Ax, y})

T2 ) F 2 emx
X AX

0’ f(x,y) fGiyi+Ay) =2f(xi,yj) + f(xi, yj — Ay)

Tl(xir_)’j) ~ > emy
y Ay
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Segundo [CUNHA, 2010], a esséncia dos métodos numéricos estd na discretizacdo do
continuo. E essa discretizacdo que torna claro o problema e, assim, torna possivel resolvé-lo
utilizando recursos computacionais. Sobre o Método das Diferencgas Finitas, o dominio conti-
nuo do problema € substituido por uma série de pontos ou nds discretos nos quais as incognitas
do problema sao computadas. Essa substituicio do dominio continuo pelo dominio discreto é
chamada de discretizacdo. Na prética, a derivada € substituida pela razao de incrementos que
convergem para o valor da derivada quando o incremento € proximo de zero. Assim, dizemos
que o problema foi discretizado. Portanto, essa forma de representar o dominio continuo, é
muitas vezes chamado de grid numérica ou malha numérica, representada na figura (3.1):

—— Contornos do dominio

Meétodo
Numérico
Dominio

(continuo) >
) Ay
) y s

R -« >
hY X AX

Figura 3.1 — Dominio discretizado (Burden e Faires, 2010).

3.4 Processo de Discretizacao

Quando se tem uma solug@o exata para um problema dado, ndo teriamos dificuldade
alguma em obter os valores da funcdo em qualquer ponto do dominio. Portanto, o que se vé
para a maioria dos problemas, ndo € uma solucdo exata. Dessa forma, o MDF, discretizara o
dominio, em um dominio finito de pontos ou nds.

Para discretizar uma fun¢do qualquer desse dominio, através de uma malha, poderiamos
utilizar finitos nés. Portanto, para exemplificarmos melhor, consideremos a equacgao (2.77) que
serd discretizada e uma malha bidimensional, contendo 12 nds, de forma que serdo utilizados
5 pontos ou nos para a discretizagdo da derivada de segunda ordem. No entanto, serdo consi-
derados os espagamentos na dire¢do x pelo indice 1 e na dire¢do y pelo indice j, como sendo
uniformes, onde pode-se observar através da figura (3.2):
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Jas

G.j+1)

i-1L1

G.1) i+1p

G.j—1)

Figura 3.2 — Pontos discretos no grid (Burden e Fires, 2010).

A partir das derivadas de primeira ordem aproximadas pela série de Taylor, apresentadas
nas equagoes (3.14), (3.16) e (3.19), procura-se determinar as derivadas no né central, cujas
coordenadas (i, j), estdo representadas através da figura (3.2), utilizando como base, a equagdo
(2.77) do problema de percolacao de dgua no solo:

0H

_ Hi+1,) = Hi-1,5)

ox laj

0H

2AXx

_ Hij+y — Hi,j-1

aylap

0H
0x

~

G+1,))

0H
0x

~

G-1,j)

0H
oy

~

Gj+1)

OH|
ay laj-v "~

2Ay

Hi+1,j — Hi,j)

Ax

H,jy— Hi-1,))

Ax

H,j+1) — Hi,j)

Ay

H,j— Hi,j-1

Ay

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Assim, para calcularmos a derivada de segunda ordem no né central (i, j), e seguindo os

mesmos procedimentos, ou seja, substituindo por derivadas de primeira ordem, t€m-se:
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oH OH
0°H S lia+1p) = 55 li-1.p)

~ 3.29
0x? 1G,j) 2Ax (3-29)
0 a
?H %;I(i,jﬂ)—ﬁl(i,j—l)
— = (3.30)
ay? la,j) 2Ay
Substituindo as equagdes (3.25) e (3.26) na equacao (3.29), obtém-se:
0°H s Hiv1,j) — Hi, j — Hi, j + Hii-i,j) (331)
ox? 1, 2Ax?
Teria-se a seguinte aproximacao para derivadas de segunda ordem:
0°H s Hiv1,jy —2H, j) + Hii-i,j) (3.32)
0x2 1, j) 2Ax?

Da mesma forma, substituindo as equacdes (3.27) e (3.28) na equacdo (3.30), t€ém-se:

0°H|  _ Hg,j+1—Hij—Haj+ Hi,j-
ay? 1. j) 2Ay?

(3.33)

0°H _ Hijvy—-2Hq,j + Hi,j-
ay? la.j 20y*

(3.34)

Discretizando a equagdo (2.77) para um regime bidimensional em um intervalo de tempo

infinitesimal, e utilizando as equagdes (3.32) e (3.34) e fazendo suas substitui¢des, chega-se ao
seguinte resultado pelo MDF:

Hiyy,jy = 2H,j) + Hi-i,j) N Hjry—2H,j + Hi,j-1y
2Ax? 2Ay?

0 (3.35)

Por conveniéncia para o caso de uma malha quadrada, onde Ax = Ay, obt€ém-se como

resultado:

Hiv,jy = 2Hq,j) + Hi-i,j) + Hi, j+1) = 2H, j) + Hi, j-1) = 0 (3.36)
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H+1,j)—4Hq,j) + Hii-i,j) + Hi,j+1) + Hi, j-1) =0 (3.37)

Dessa forma, a equagdo (2.77), discretizada no no central (i, j), sera:

Hiv1,j)+ Hii-i,j) + Hi,j+1) + Hi, j-1)

1 (3.38)

H,j =

Tornando a malha da figura (3.3) abaixo, com seus respectivos pontos, a partir dai,
podemos identificar o n6 interno (E) e os nds de contorno (A,B,C,D,F,G,H e I), porém de uma
forma diferente:

Ax
-
Y & l l
A B C
' - -
G.j+ 1)
D s E F
G-1.) |G G+ L)
G H I
ij—-1)
-K

Figura 3.3 — Malha com nés de contorno (Burden e Faires, 2010).

Com isso, obtém-se uma outra maneira de reescrever a equagado (2.77), discretizada da
seguinte forma:

Hp+ Hy+ Hp+ H,
= B H F D (3.39)
4
3.5 Aplicacoes do Método das Diferencas Finitas para Problemas Lineares
De acordo com [BURDEN; FAIRES, 2011] e considerando a férmula geral:
Y =py + gy +rx) (3.40)

com as condicdes de contorno, y(a) = @ € y(b) = , em que a < x < b e nos pontos
internos da malha x;, parai=1,2,..., N+ 1. A equagdo diferencial a ser aproximada, é:
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Y () = pey () + qx)y +r(x:) (3.41)
b—a
N+1
Dessa forma, um Método das Diferencgas Finitas com erro de truncamento de resultados
de ordem O(h?), e utilizando as condi¢des de contorno y(a) = a e y(b) = B, para definir o
sistema de equacdes lineares wy = @, wy+1 = f, e substituindo as equagdes (3.19) e (3.22) de
primeira e segunda ordem da expansdo em série de Taylor na equacgdo (3.40), e com alguns
ajustes, obtém-se:

com h =

—W(i+1) +2W; — W(i-1) —W(i+1) — W(i-1)
2 )+ pxi)( Y

paracadai=1,2,..., N+1.

( )+ q(x)w; =—r(x;) (3.42)

Reescrevendo a equacdo (3.42), tem-se:

h h
= L+ S ) Wi + @+ R que)w; = (1= S p) iy = —hr(x) (3.43)

Dessa forma, teriamos o sistema de equacdo resultantes, expressa na forma de uma
matriz tridiagonal NxN do tipo Aw = b, onde:

h
2+ h2q(x)) —1+2pa) 0 0

h 5 h
—l—gp(xl) 2+ h"q(xp) —1+§p(xz)

A=
0 0
1+ h
2P(N—1)
h 2
0 0 —I—EP(N_D 2+h q(xN)
wi
wy
w =
WN-1
Wn

h
—h?r(x) + 1+ 2 PE))wo

—h?r(xo)

—h?r(xy-1)

h
—RPr(xn) + (1 + EP(XN)) WN+1
33



3.6 Método das Diferencas Finitas Aplicadas as Equacoes Diferenciais Parciais Eliptica

Considere que a equacao diferencial parcial eliptica, é a equacdo de Poisson [BURDEN;
FAIRES, 2011] na equacgao (3.44):

0*u 0°u
2.
Veu= @(x, y)+ a—yz(x, ) (3.44)
€
Vu=f(x,) (3.45)

sobre R = {(x, y69a<x<bc<y< d}, com u(x,y) = g(x,y) para (x,y) € S, onde S, significa
o contorno sobre R. Portanto, se f e g sdo continuas em seu dominio, entdo existe uma dnica
solucdo para essa equacgdo. A seguir, tem-se a figura (3.4) como base para essas condicoes:

YA

Vm =d
L] L] - L] L] L] LI L]

yz - - L]

h /1
¥o=C

» X
fp=ax X X X b=x,

Figura 3.4 — Malha retangular (Burden e Faire, 2010).

Segundo [BURDEN; FAIRES, 2011], o primeiro passo € escolher os inteiros m e n para
definir o tamanho dos passos, com h = (b—a)/n e k = (d — c)/m. Portanto, com uma grade
no retangulo R e as linhas verticais e horizontais, tem—se os pontos de coordenadas (x;, y;) na
malha, onde x; =a+ihe y;=c+ jk,paracadai=0,1,...,ne j=0,1,...,m.

Sendo assim, as linhas x = x; € y = y;, sdo as linhas da grade e, suas intersecdes sao 0s
pontos da malha da grade. Entretanto, para cada ponto (x;, y;) da malha no interior da grade
eparacadai=1,2,...,.n—1e j=1,2,...,m—1, pode-se usar a série de Taylor na varidvel x
sobre x; para gerar a férmula de diferenca central:

az_u(x. ) Uit ¥j) = 2ulx;, yj) + ulxi-1, ¥)  h*0*u
gx2 Vi = 12 1208

(€l',y]') (346)

onde €; € (x;_1, Xj+1). Pode-se também usar a série de Taylor na varidvel y sobre y; para

gerar a férmula de diferenca central:
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2 u(xi, yj+1) —2ulx;, yj) + ulx;, yj-1)  k*0*u

u
a—yz(xiy.}’j)— 2 _126)/4

(xi, 1) (3.47)

com nj € (yi-1,¥j+1)
Sendo assim, usando as equacdes (3.46) e (3.47) na equagao (3.44), obtém-se a equacao
de Poisson nos pontos (x;, ¥;), como:

u(xi+i, ¥j) —2ulx;, yj) + ulxi-1,y;) N u(xi, yj+1) —2ulx;, y;j) + ulx;, yj-1)

h? k2
_ h264u k264u (348)
=flxny)+ W(Q;J’j) + W(xi, n;)

paracadai=1,2,..,n-1ej=1,2,..,m—1¢e wy; = g(xo,y;) € wynj = g(xy, y;) para cada
j=0,1,..,m e também tem-se da mesma forma w;y = g(x;, yo) € Wim = g(xi, ym) para cada
ei=12,.,n-1, onde w;; se aproxima de u(x;,y;). Portanto, este método tem um erro de
truncamento de ordem O(h* + k%) e, a equacio (3.48), envolve aproximacdes para u(x, y) nos

pontos (x;-1,¥;), (xi, ¥j)s (Xi+1,¥5), (X1, yj-1) € (Xi, Yj+1)-

3.7 Exemplos das Aplicacées da Formula de Extensao de 5 Pontos

Na andlise numérica, dada uma grade quadrada de um problema em duas dimensdes,
o modelo de cinco pontos para um ponto na grade é o modelo que consiste no préprio ponto
central e seus quatro pontos "vizinhos". Ele € usado para escrever aproximagdes das Diferencas
Finitas para derivadas em pontos da grade.

Segundo, [ROSSER, 1975], suponha que deseja-se aproximar a solugdo da equacdo
(2.77), com seus respectivos valores de contorno. Uma abordagem padrao, seria introduzir uma
férmula de extensao de 5 pontos, sendo:

0| 110
1
Asu(x,y) = —= 1] -4|1
su(x,y) Al
0O/ 110

desde que haja condi¢des de contorno suaves.

Com Ax e Ay, representando o espacamento nas direcdes x e y, € em alguns momentos,
podendo ser Ax = h, dependendo de como serd definido.

Os resultados obtidos nos proximos quatro exemplos, foram desenvolvidos através da
linguagem computacional, GNU Octave para a Férmula de Extensdo de 5 Pontos.

Exemplo 1:

Considere o seguinte problema de Poisson em duas dimensdes.
Uxx + Uyy = —sen(x)sen(y), (x, y) € (0,7) x (0, 7).

Com as seguintes condi¢des de contorno:

u0,y)=0,y€0,m],
u(m,y)=0,y€(0,n],
u(x,0)=0,x€[0,mn],
u(x,m)=0,x€[0,m].
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Sabendo que a solugdo analitica é dada pela seguinte expressao: u(x, y) = 0,5sen(x)sen(y).

O exemplo acima e os trés seguintes, foram resolvidos, utilizando a Férmula de Extensao
de 5 Pontos para alguns valores de n’, que representam o total de pontos distribuidos no interior
da malha (n’ x n').

A figura (3.5) mostra o gréfico da solu¢d@o aproximada do exemplo 1 proposto, utilizando
o esquema das Diferencas Finitas com 5 Pontos para n’' =81 e h = 3.92699E — 02. O problema
foi resolvido desenvolvendo o cédigo no software Octave. Para a resolucdo numérica foram
utilizados para a discretiza¢do os seguintes valores para n' = 6,11,21,41,81,141 e 300.

Férmula de Extensao de 5 Pontos para n'= 81

Figura 3.5 — Gréfico da solug¢do aproximada obtida pelo MDF com 5 pontos.

Na tabela (3.4), tem-se o médulo da norma ||u — u(x, y)|l, que corresponde a diferenga
entre a solugdo discretizada ou aproximada (u) e a solugdo analitica u(x, y) = 0,5sen(x)sen(y)
nos pontos de grade calculados e com diferentes escolhas de n'=6,11,21,41,81,141 e 300.

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos, ou seja, pelas informagdes da
tabela (3.4), 2 medida que aumentamos o valor de n', melhoramos o resultado do método con-
sideravelmente.

36



Tabela 3.4 — Norma de erros do vetor diferenca entre a solucao aproximada e a solu¢do analitica.

n' h llu—u(x, )l
6 | 6.28319E—01 | 4.19480F — 02
11 | 3.14159E — 01 | 2.06635E — 02
21 | 1.57080E —01 | 1.02935E — 02
41 | 7.85398E—02 | 5.14200E — 03
81 | 3.92699E — 02 | 2.57041F — 03
141 | 2.24399F — 02 | 1.46873E — 03
300 | 1.05070E — 02 | 6.87685E — 04

Exemplo 2:

Considerando a equacdo de Poisson numericamente no quadrado unitério, resolva utili-
zando o Método das Diferenca Finitas com 5 Pontos, com as seguintes condi¢des de contorno:

Au=-6(x-y)+2,0=sx=<1,0=sy=<1

u = x*(1 - x) nas bordas horizontais do quadrado, e

u=y(1 - y)? nas bordas verticais.

Tomando a solugdo analitica: u(x, y) = x*(1 — x) + y(1 — y)°.

A figura (3.6) exibi o grafico da solucdo aproximada do problema proposto, utilizando
o Método das Diferencas Finitas com 5 Pontos para n’ = 81 e h = 1.25000E — 02. O problema
foi resolvido desenvolvendo o cddigo no software Octave. Para a resolucdo numérica foram
utilizados para a discretizag@o os seguintes valores para n' =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Férmula de Extensio de 5 Pontes paran's 81

0.25

0.25

0.2

N 0.1

™ 0.05

Figura 3.6 — Grafico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 5 pontos.

Na tabela (3.5), tem-se o médulo da norma ||u — u(x, y)||, que corresponde a diferenca
entre a solucdo aproximada (u) e a solucdo analitica u(x, y) = x*(1 — x) + y(1 — y)?, nos pontos
de grade calculados e com diferentes escolhas de n' = 6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 3.5 — Norma de erros do vetor diferenga entre a solu¢cao aproximada e a solugdo analitica.

!

n h [lu—u(x, I
6 | 2.00000E—-01 | 1.44222F —16
11 | 1.00000E —01 | 3.65348F — 16
21 | 5.00000EF —02 | 1.13480E —15
41 | 2.50000E —02 | 1.65722E —15
81 | 1.25000E —02 | 6.69041E — 15
141 | 7.14286F —03 | 2.73435E—14
300 | 3.34448E—-03 | 1.50777E—13

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 2, ou seja, pelas infor-
macdes da tabela (3.5), a medida que aumentamos o valor de n', melhoramos o resultado do

método consideravelmente.
Exemplo 3

Considere:

—(tx + Uyy) = f(2), (x,) € (0,1)%,
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u,y)=0, ye[0,1],
u(l,y)=0, yel0,1],

U —0,xel0]
ay y=0—Y, »
u(x,1)=0, xe[0,1].
onde

1,x<0,5
f(x):{

0,x>0,5

Usando uma aproximac¢ao adequada pelo Método das Diferencas Finitas para obter o

valor aproximado da func¢do u(x,y) .

A figura (3.7) apresenta o grifico da solucdo aproximada do problema proposto, uti-
lizando o Método das Diferengas Finitas com 5 Pontos para n’ = 81 e h = 1.25000E — 02. O
problema foi resolvido desenvolvendo o cédigo no software Octave. Para a resolucao numérica

foram utilizados para a discretizagio os seguintes valores para n’' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Farmula de Extensio de 5 Pontos para n'= 81

0.8

Etoo Y

0.05

0.04

0.03

0.02

B 0.01

Figura 3.7 — Gréfico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 5 pontos.

Na tabela (3.6), tém-se os valores, que correspondem a diferentes resultados da solucao

aproximada "u" para diversas escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Tabela 3.6 — Diferentes resultados aproximados de "u".

n' h u

6 2.00000E —-01 | 4.31534E—-02
11 | 1.00000E —-01 | 3.96323E —02
21 | 5.00000E —-02 | 3.38363E —02
41 | 2.50000E—-02 | 3.10782E—-02
81 | 1.25000E —02 | 2.97499E —02
141 | 7.14286E —-03 | 2.91938E —02
300 | 3.34448E—-03 | 2.87143E —-02

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 3, ou seja, pelas infor-
magdes da tabela (3.6), 2 medida que aumentamos o valor de 7', o resultado do método, torna-se
bem satisfatorio.

Por dltimo, o préximo exemplo 4, representa um problema unidimensional de percola-
cdo em regime permanente [BREBBIA; DOMINGUEZ, 1998], cuja fun¢do discretizada, sera
representada pela varidvel (u'). Tem-se, que a regido é quadrada ABCDA e com comprimento
de lado igual a 6 unidades e, com as condi¢des de contorno estabelecidas de acordo com a figura
(3.8):

[l
=]
=

u=2300 u

=

Figura 3.8 — Percolagdo unidimensional: Geometria e condi¢des de contorno.

A solugdo analitica para esse problema € dada por: U =300 —50x.

A figura (3.9) exp0e o gréfico da solug¢do aproximada do problema proposto, utilizando
o Método das Diferencgas Finitas com 5 Pontos para n’ = 81 e h = 7.50000E — 02. O problema
foi resolvido desenvolvendo o c6digo no software Octave. Para a resolu¢do numérica foram
utilizados para a discretizac¢do os seguintes valores para n' =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Farmula de Extensdo de 5 Pontos para n'= 81
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Figura 3.9 — Gréfico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 5 pontos.

Na tabela (3.7), tem-se o médulo da norma ||u’ — U||, que corresponde a diferencga entre
a solucdo aproximada (') e a solugdo analitica U = 300 — 50, nos pontos de grade calculados
e com diferentes escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 3.7 — Norma de erros do vetor diferenca entre a solu¢ao aproximada e a solucdo analitica.

n' h [lu' - U]

6 1.20000E +00 | 1.48195E—-13
11 | 6.00000E—-01 | 2.32967E —13
21 | 3.00000E—-01 | 2.95349E—-12
41 | 1.50000E—-01 | 2.46150E —-12
81 | 7.50000E—-02 | 8.11056E—12
141 | 4.28571E—-02 | 4.07472E —11
300 | 2.00669E —02 | 1.30589E — 10

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 4, ou seja, pelas infor-
macdes da tabela (3.7), 2 medida que aumentamos o valor de 7', a norma do erro mantém uma
certa estabilidade sem apresentar melhoras considerdveis. Mas vale observar que o erro, para
aplicacdes reais, pode ser considerado praticamente zero.
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MODELO DAS DIFERENCAS FINITAS DE 9 PONTOS

Na solu¢do numérica da equacdo de Laplace e Poisson, serd necessdrio trabalhar rela-
coes entre o operador laplaciano e os valores da fun¢do nos nés da malha [KANTOROVICH;
KRYLOV, 1958]. O operador laplaciano sobre u(x, y) € dado pela equagdo (4.1):

0’u d*u
Au(x,y) = @4_6__)/2 (41)
c
Au(x,y) = V2u(x, y) 4.2)

A solucao aproximada € obtida substituindo as derivadas de segunda ordem por expres-
soes de diferencgas. Seja a malha no plano xy, formada pelos seguintes valores:

X = X0, X1, X2, ***

y:J’O, J/b J/Z,

Considerando que os pontos estdo igualmente espagados de forma que:
Xo, X1 =X+ h, xo=x0+2h, -

Yo, Yi=Yo+h, y2=y0+2h, -

O ntmero de pontos, serd definido, dependendo do nimero do nivel de acuricia (nivel
de precisdo) esperado.

As expressdes para a primeira derivada sem considerar o termo de erro, sdo definidas
pelas equacgdes (4.3) e (4.4):

ou  Ui+1,j— Uijj

e 2 4.3)

ou Ui j+1— Ujj

5 p (4.4)



E para as derivadas de segunda ordem, tém-se as equacgdes (4.5) e (4.6):

ou?

Ui-1,j —2Ujj+ Uj,j

0x2

ou?

h2

Wi j—1—=2Uj,j+ Uj,j+1

dy?

Assim:

U1, 20t Uiy N

hZ

Ujj—1—2Ujj+ Ujj+1

Au = % W
Simplificando, tem-se:
Au= ﬁ(ui—l,j Ui, — AU G+ Ut U j-1)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

O erro desta equagdo pode ser calculado, se for estimada a magnitude dos termos de
erro. Portanto, se a andlise for feita com o uso das séries de Taylor para cada termo da equacgado
(4.8) como sera analisado mais adiante.

Considere-se o n6 (i, j) da malha e tome-se os quatro nds adjacentes: (i +1,j),(i,j+
1), (i-1, j) e (i, j-1). Dessa forma, encontra-se uma expressiao aproximada por Au no no (i, j).

Para isso forma-se algumas equacdes de diferencas para os valores de u no ponto (i, j)
e os quatro nos adjacentes. Usando a féormula de Taylor, obtém-se as seguintes expressdes:

Uir1,j— Ui j=h

Ui-1,j = Uij=—h

Ui j+1— Uij=h

Ui j-1— Uij=—h

0_u+h_262u+h_363u+h_464u+
Ox 2! 0x2 31 0x3 4 ox*

6u+h202u_h363u+h404u+
0x 21 0x2 3!0x3 4! 9ox*

6u+h202u+h303u+h404u+
oy 2'0y?> 3!0y3 4! ody*

ou h?d*°u h*o*u h*o*u

—t———————t ——+...
oy 2!dy? 310y3 4!yt

4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Deve-se procurar Au como uma combinagdo linear das equacdes de diferencas anterio-
res.

Somando o lado esquerdo das equacgdes equacdes (4.9), (4.10), (4.11) e (4.12), obtém-se
a seguinte combinacao de valores:

<>u,-,j =Uj-1,j+ Uivl,j —4ul-,j + Ui, j+1+ Ui, j-1 (4.13)

Para a soma do lado direito das equacdes de diferencas, equacdes (4.9), (4.10), (4.11) e
(4.12), obtém-se:

o _2[h2 (Ozu . qu) . h4(04u . 04u) . hﬁ(éﬁu . GGu) s 4.14)
Pl atlox2 ay2)  at\oxt  ayt) ellox6  ays) T '
Assim, dividindo-se ambos os lados por h?, tém-se:
1 u  o’u
FOLL,] 3 > +ﬁ+Ri’j (415)
e
1
ﬁOui,j :Au+Rl~,j (4.16)
Onde:
2h%(0%u  0*u\ 2h* (8%« O%u
i = (ax4+0y4)+ ol (6x6+0y6)+"' (4.17)

e R; j, € o resto da expressdo. Portanto, pelo Teorema de Valor Intermedidrio, existem
os pontos ¢ e y tal que:

4h? (0"ul,y)  0'u(l,y)) _4h®
b= 4!( oxt 5y )S o M4 (4.18)

Onde |M4| representa o maior valor do médulo das derivadas de quarta ordem de u em
relacdo a x e y na regido de anélise.

Considerando que a fun¢do u(x, y) € harmdnica ou satisfaz a equacao de Poisson Au(x, y) =
f(x,¥), e desconsiderando o termo do resto R; j na equagdo (4.16), pode-se obter para u, uma
equacao das Diferencas Finitas, como:

—u; =0 4.19)
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ou

1
h?

Dessa forma, R;,j, serd o erro da equagdo das Diferengas Finitas. Assim, ao encontrar a
solugdo exata da equagdo (4.16) e a equagdo aproximada com as mesmas condi¢des de contorno,
estas solu¢des nao irdo coincidir.

Para tentar melhorar a precisdo desse resultado, € importante reduzir a magnitude do
termo de erro. Portanto, além dos valores da fun¢do nos pontos da malha (i, j), (i+1, j), (i, j+1),
(i—1,j) e (i,j—1), obtidos na equagdes (4.9), (4.10), (4.11) e (4.12) que finalizou na obtengdo
Quyj. Assim, deve-se tomar os valores u, nos nés da malha correspondentes a (i +1,j + 1),
(i+1,j-1,(-1,j+1) e (i—1,j—1). Dessa forma, obtém-se as equacdes de diferencas entre
estes nds e u; j, expandindo pela série de Taylor.

<>u,-,j = fi,j (4.20)

Uit j+1— Ujj = h(%+%)u+ Z—?(%+%)2u+2—?(% +%)3u+... 4.21)
Ui—1,j+1— Ui j = h(—%+%)u+2—?(—%+%)2u+2—?(—%+%)3u+... 4.22)
Wi-1,j-1—Ujj= h(—%—%)u+2—?(—%—%)2u+2—?(—%—%)3u+... (4.23)

Ui, j—1— Ujj = h(%—%)u+ Z—‘z(%—%)zu+2—?(% —%)3u+... (4.24)

Da mesma forma que foi analisada para a equacdo (4.13), t€m-se também para a soma
de todas as equagdes (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24), uma combinagdo linear denotada por Du; ;.
Sendo assim, todas as poténcias impares se cancelam. Portanto, obtém-se como equacao (4.25):

Uugj=Uis1,je1 + Ui-1,j+1 + Ui—1,j-1 + Ujs1,j—1 — AU 5 =
:4{h_2(62_u+02_u)+h_4(64u+6 0'u +64u)

21 0x?  0y?) 4'\ox*  0x?0y? 0yt
+h—6(a6u+15 ou +15 o u +66u)+ }

6! \ 0x6 0x*0y? ox20y*  0y5)

Finalmente, forma-se a combinagdo linear alu; j + bOu; j. Observa-se que escolhendo
a e b de tal forma que os termos de quarta ordem desaparecam, € impossivel, porque em Ou; j
o*u
aparece 0 termo —-—— que ndo aparece em {u; ;.
0x0y
Dessa forma, para o problema particular que estd sendo estudado neste trabalho, a ex-
clusdo dos termos das derivadas de quarta ordem do residuo (R; ;) € a mudanga deste para a
categoria de quantidade conhecida, é possivel. Se u satisfaz a equacdo de Laplace ou Poisson,
entdo qualquer operacdo derivada de u, também serd conhecida. Em particular, o operador bi

harmonico, é conhecido como:

(4.25)
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AAW) = 0'u N 20%u N 0*u
~oxt 0x20y? 0yt

(4.26)

Sendo assim, deve-se escolher a e b, de tal forma que os coeficientes para Au na ex-
pressdo alu; j + bOu; j, seja igual a unidade e os termos das derivadas de quarta ordem para
o operador bi harmonico A(Au), deve ser nulo. Assim, t€ém-se:

2h%a  4h*b
2'“ + =1 4.27)
e
2h*a 4h*b) 4h%b
( 2, ) - (4.28)
4! 4! 4!
Resolvendo o sistema, obtém-se:
a= 2 e _ ]
~ 3h2 6h?
Substituindo a e b, obtém-se:
1
w(uiﬂ,]‘ + Ui jr1 — AU U+ UG -1) W(ui+l,j+l +Ui-1,j+1 T Uj-1,j-1
2h2 , 2h4 3 04 (429)
i o1~y ) = At AUt F(A u+20x20y2Au) +R;
onde
2 hﬁ A 4 ) 08
Riyjzga 3A u+160x26y2A u+200x4ay4 +... (430)
Somando e ordenando a expressdo, tem-se:
W(ui—l,j—l FAuj-y,j AU+ Uil j+1 — 20U+ Ujgr j-1 HAUG -1 AU 1+ U1 1) =
_0*u  0°u 2h* , 2h* A3y 4o o* A R
o0x? +6y2 BT ( ur 0x20y? u)+ b
0’u 0°u
=—+—+00n*
0x2  0y? ()

(4.31)

De forma similar, o modelo de nove pontos para um ponto na grade ¢ o modelo que
consiste no proprio ponto central e seus oito pontos "vizinhos". Ele € usado para escrever
aproximacodes das Diferencas Finitas para derivadas em pontos da grade.

No entanto, observando a figura (4.1), nota-se uma distribui¢do de 9 pontos ou nds na
malha.
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Ax
- b
i-Lj+1) | Gj+1) i+1,)+1)
-» - -» A

(-1 |G G+1,0)

o

Te-1i-nlai-n | 6+Li-

X

Figura 4.1 — Malha com 9 n6s (Burden e Faires, 2010).

Conforme o matematico [ROSSER, 1975], apresentou a seguinte férmula extensiva de
nove pontos em situagdo especial, tal que Ax = Ay.

Ui-1,j-1 AU j—1 + U1, j-1 HAU-1, 7 — 2004 j+ AU j+ Ui-1 j+1 H4UG 1+ Ui, j+1

Agly,y =

6Ax?
(4.32)
Portanto, a Férmula de Extensdo de 9 Pontos, pode ser resumida como:
1 4 1
1
Ngu(x,y) = ——= 4| -201| 4
MDY= Ga?
1 4 1

De forma que Ax, representa o espagamento nas dire¢des x € y, € em alguma das vezes,
podendo ser Ax = h, dependendo de como sera definido.

Normalmente, tém-se como uma das principais equagdes elipticas, a equagdo de Poisson
que é representada por:

°u d*u
2 —
\Y Ux,y = @ + a—yz (433)
c
vzux,y =f(x,y) (4.34)

Tomando assim como dominio de integracdo de uma EDP bidimensional, caracterizada
por uma regido 2, e sendo limitada por uma fronteira Q2. Portanto, uma das caracteristicas
dos problemas que s@ao modelados com as equacdes diferenciais parciais elipticas, é que as
propriedades fisicas desses problemas se reproduzem em ambas as dire¢cdes, dentro da regido
Q, afetando os pontos internos e, por este motivo, suas condi¢cdes de contorno sao geralmente
determinadas ao longo de todo o contorno.
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4.1 Exemplos das Aplicacoes da Formula de Extensido de 9 Pontos

Similar aos quatro exemplos anteriores, porém, tendo mais um exemplo aqui inserido,
totalizando em 5 exemplos. Portanto, os resultados obtidos a seguir, foram desenvolvidos atra-
vés da linguagem computacional, GNU Octave para a Férmula de Extensdo de 9 Pontos.

Exemplo 1:

Considere o seguinte problema de Poisson em duas dimensoes.
Uxx + Uyy = —sen(x)sen(y), (x, y) € (0,7) x (0, 7).

Com as seguintes condi¢des de contorno:

u0,y)=0,y€l0,m],
u(m,y)=0,ye(0,n],
u(x,0)=0,x€[0,n],
u(x,m)=0,x€[0,n].

Considere a solugdo analitica: u(x, y) =0,5sen(x)sen(y).

O exemplo acima e os quatro seguintes, foram resolvidos, utilizando a Férmula de Ex-
tensdo de 9 Pontos para alguns valores de n’, que representam o total de pontos distribuidos no
interior da malha (n' x n').

A figura (4.2) mostra o gréfico da solucd@o aproximada do exemplo 1 proposto, utilizando
a Férmula de Extensdo de 9 Pontos para n’ =81 e h =3.92699E — 02. O problema foi resolvido
desenvolvendo o c6digo no software Octave. Para a resolu¢do numérica foram utilizados para
a discretizag¢do os seguintes valores para n' = 6,11,21,41,81,141 e 300.

Farmula de Extenséo de 9 Pontos para n'= 81

Figura 4.2 — Gréfico da solu¢do aproximada obtida pelo MDF com 9 pontos.

48



Na tabela (4.1), tem-se o médulo da norma ||u — u(x, y)||, que corresponde a diferenca
entre a solucdo aproximada (u) e a solugdo analitica u(x, y) = 0,5sen(x)sen(y) nos pontos de

grade calculados e com diferentes escolhas de n’ = 6,11,21,41,81,141 e 300.

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos, ou seja, pelas informagdes da
tabela (4.1), 2 medida que aumentamos o valor de n', melhoramos o resultado do método con-

sideravelmente.

Tabela 4.1 — Norma de erros do vetor diferenca entre a solucdo aproximada e a solucao analitica.

n' h [lu—u(x, y)i

6 | 6.28319E—01 | 8.44234F —02
11 | 3.14159E—01 | 4.13943E —02
21 | 1.57080E —01 | 2.05955E — 02
41 | 7.85398E—02 | 1.02851E —02
81 | 3.92699F —02 | 5.14095E — 03
141 | 2.24399E —02 | 2.93748E — 03
300 | 1.05070E —02 | 1.37537E — 03

Exemplo 2:

Considerando a equacdo de Poisson numericamente no quadrado unitério, resolva utili-
zando o Método das Diferenca Finitas com 5 Pontos, com as seguintes condi¢des de contorno.

Au=-6(x-y)+2,0=sx<1,0=sy=<1

u = x*(1 — x) nas bordas horizontais do quadrado, e

u=y(1 - y)? nas bordas verticais.

Tomando a solucao analitica: u(x,y) = x*(1-x)+ y(1 - y)z.

A figura (4.3) mostra o grafico da solu¢do aproximada do problema proposto, utilizando
a Férmula de Extensdo de 9 pontos para n' =81 e h = 1.25000E — 02. O problema foi resolvido
desenvolvendo o cédigo no software Octave. Para a resolu¢ao numérica foram utilizados para

a discretiza¢do os seguintes valores para n' =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Farmula de Extensio de 9 Pontos paran'= 81

0.25

0.2

& 0.1

Figura 4.3 — Gréfico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 9 pontos.

Na tabela (4.2), tem-se o médulo da norma ||u — u(x, y)|l, que corresponde a diferenca
entre a solucdo aproximada (u) e a solugdo analitica u(x, y) = x*(1 — x) + y(1 — y)2. nos pontos
de grade calculados e com diferentes escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.2 — Norma de erros do vetor diferenca entre a solu¢ao aproximada e a solu¢do analitica.

n' h [lu—u(x, Y
6 | 2.00000E—-01 | 6.00605F — 16
11 | 1.00000E —01 | 2.72789E — 15
21 | 5.00000EF —02 | 1.99355E — 14
41 | 2.50000E —02 | 1.54002E —13
81 | 1.25000EF —02 | 1.21093E —12
141 | 7.14286E — 03 | 4.19363E — 12
300 | 3.34448E-03 | 1.86110E—11

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 2, ou seja, pelas infor-
magdes da tabela (4.2), & medida que aumentamos o valor de n’, melhoramos o resultado do

método significativamente.
Exemplo 3

Considere:

—(Ux+ Uyy) = (),  (x,3) € (0,1)%,



u,y)=0, ye[0,1],

u(l,y)=0, yel0,1],
O 0 xel01]
ay y=0_ l} l}

u(x,1)=0, xe[0,1].
onde
1,x<0,5
fx)=
0,x>0,5

A figura (4.4) mostra o grafico da solu¢do aproximada do problema proposto, utilizando
a Férmula de Extensdo de 9 Pontos para n’ = 81 e h = 1.25000E — 02. O problema foi resolvido
desenvolvendo o cddigo no software Octave. Para a resolu¢do numérica foram utilizados para
a discretizagfio os seguintes valores para n’ = 6,11,21,41,81,141 e 300.

Formula de Extensio de 9 Pontes para n'= 81

0.05
0.06
0.05
-
0.04
0.04
-3
5 0.03
0.03
0.02
N
0.01
- 0.02
0
=
1
0.8 i 0.01
0.6
i
Ebwo Y
0

Figura 4.4 — Gréfico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 9 pontos.

Na tabela (4.3), t€ém-se os valores, que correspondem a diferentes resultados da solucdo
aproximada "u" para diversas escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Tabela 4.3 — Diferentes resultados aproximados de "u".

n' h u

6 2.00000E—-01 | 4.41298E —02
11 | 1.00000E —-01 | 3.98280E —02
21 | 5.00000E —-02 | 3.38795E —02
41 | 2.50000E—-02 | 3.10883E —02
81 | 1.25000E—-02 | 2.97523E —-02
141 | 7.14286E —-03 | 2.91946E — 02
300 | 3.34448E—-03 | 2.87145E —-02

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 3, ou seja, pelas in-
formacdes da tabela (4.3), a medida que aumentamos os valores de n', o resultado do método,
torna-se bem satisfatorio.

O préximo exemplo 4, representa um problema unidimensional de percolagdo em re-
gime permanente [BREBBIA; DOMINGUEZ, 1998], cuja funcdo discretizada, serd represen-
tada pela varidvel (u'). Tem-se, que a regido é quadrada ABCDA e com comprimento de lado
igual a 6 unidades e, com as condicdes de contorno estabelecidas de acordo com a figura (4.5):
u=>0

A D

u=2300

Figura 4.5 — Percolacdo unidimensional: Geometria e condi¢des de contorno.

A solugdo analitica para esse problema € dada por: U =300 —50x.

A figura (4.6) mostra o grafico da solu¢do aproximada do problema proposto, utilizando
a Férmula de Extensdo de 9 pontos para n' =81 e h = 7.50000E — 02. O problema foi resolvido
desenvolvendo o cédigo no software Octave. Para a resolu¢ao numérica foram utilizados para
a discretizagio os seguintes valores para n’ =6,11,21,41,81,141 e 300.
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Férmula de Extensio de 9 Pontos paran'= 81

[+ N3A3 300
HHH
5 HH: 250
s
4 i 200
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[=]
g2 i 150
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1 8 50
ﬂ pEEN ﬂ
o 1 2 3 4 5 &
Eixo X

Figura 4.6 — Grafico da solucdo aproximada obtida pelo MDF com 9 pontos.

Na tabela (4.4), tem-se 0 médulo da norma ||u' — U]||, que corresponde a diferenca entre
a solucdo aproximada (u') e a solugdo analitica U = 300 — 50x, nos pontos de grade calculados
e com diferentes escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.4 — Norma de erros do vetor diferenca entre a solu¢ao aproximada e a solu¢do analitica.

n h llu' - Ul|

6 | 1.20000E +00 | 5.15670E - 13
11 | 6.00000E—-01 | 3.46866E — 12
21 | 3.00000E—01 | 2.57967E—-11
41 | 1.50000E-01 | 1.95318E-10
81 | 7.50000E—02 | 1.56899E —09
141 | 4.28571E-02 | 3.61408E - 09
300 | 2.00669E —-02 | 6.18633E —08

Pode-se observar que, através dos resultados obtidos no exemplo 4, ou seja, pelas infor-
magdes da tabela (4.4), 3 medida que aumentamos o valor de n’, melhoramos o resultado do
método de forma ponderada.

Por fim, o préximo exemplo 5, representa um problema bidimensional de percolacdo em
regime permanente [HOLMAN, 1986], com a mesma geometria do exemplo 4, porém que esté
sendo governada pela equacgao de Laplace, sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
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A u = f(x) D

B u=u, C
I W

Figura 4.7 — Percolacdo bidimensional: Geometria e condi¢cdes de contorno.

Tem-se, que:
Ugx +Uyy =0

Sujeita as seguintes condicdes de contorno:
u=uyemy=0,
u=uremx=0,
u=ujemx=We
X
U=upysen(—)+uyemy=H.
w
Onde, u,, é a amplitude da funcio seno.
Para esse problema de percolacdo de d4gua no solo, tem-se a seguinte solucdo analitica:

senh(y) Rias
—— sen(—)+u
msenh(%) w !

De forma, que a deducio para esse exemplo 5, serd apresentada no Apéndice A.

u=1u

Para a resolu¢do numérica do problema, considera-se, que:

Up=1eu =1.

Assim as condicdes de contorno serdo definidas da seguinte forma:
u=lemy=0,

u=lemx=0,

u=lemx=We

u=sen(nx/W)+u emy=H.

Além disso, considera-se que as dimensdes do solo para o exemplo sera:
W=H=6.

Por outro lado, substituindo os valores de u,, € u; na solucao analitica, tem-se:

u=——sen(—)+1
senh(%) w
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A figura (4.8) mostra o gréafico da solucdo analitica aproximada, correspondente ao
exemplo proposto, utilizando a Férmula de Extensdo de 9 Pontos para n’' = 81, desenvolvido
no codigo software Octave.

Férmula de Extensio de 9 Pontos para n' = 81 Analitica

Figura 4.8 — Gréfico da solucdo aproximada Analitica obtida pelo MDF com 9 pontos.

Portanto, para esse exemplo 5, de forma em que os valores que correspondem a diferenca
entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos, serdo apresentados no final da préxima se¢io que
aborda a Norma de Erros entre as Aplicacoes das Formulas de Extensao de 5 e 9 Pontos.

4.2 Norma de Erros entre as Aplicacoes das Formulas de Extensao de 5 e 9 Pontos

A seguir, serdo apresentadas, a '"Norma de Erros'', onde serd representada por ||u —
u(x, y)lls9, que correspondem aos exemplos 1, 2, 3 e 4, que foram citados e resolvidos anteri-
ormente pela "Férmula de Extensao de 5 e 9 Pontos'' ¢ além disso o exemplo 5.

A figura (4.9) abaixo, mostra o grafico de erros para n’=81, que corresponde ao exemplo
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Grifico de Erros entre as Foarmulas de Extensio de 5 e 9 Pontos

[
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Figura 4.9 — Gréfico de Erros entre o Método de Extensdo de 5 e 9 Pontos.

Na tabela (4.5) correspondente ao exemplo 1, tem-se os valores que correspondem a di-
ferentes resultados de Erros entre a Formula de Extensdo de 5 e 9 Pontos para diversas escolhas
de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.5 — Diferentes resultados aproximados de [|u — u(x, y)||s,9.

n h llu—u(x, ylls9
6 | 6.28319E—01 | 4.24754E —02
11 | 3.14159E-01 | 2.07308E —02
21 | 1.57080E—01 | 1.03020E —02
41 | 7.85398E—02 | 5.14306E —03
81 | 3.92699E—02 | 2.57054E —03
141 | 2.24399E—02 | 2.93748E - 03
300 | 1.05070E—02 | 1.37537E—03

A figura (4.10) abaixo mostra o gréifico de erros para n’=81, que corresponde ao exemplo
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Figura 4.10 — Grafico de Erros entre o Método de Extensdo de 5 e 9 Pontos.

Na tabela (4.6) correspondente ao exemplo 2, tem-se os valores que correspondem a
diferentes resultados de Erros entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos para diversas
escolhas de n’' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.6 — Diferentes resultados aproximados de ||z — u(x, y)ll5,9.

n' h llu—u(x, y)lls,9
6 | 2.00000E—01 | 6.66856E — 16
11 | 1.00000E —01 | 2.94255E—15
21 | 5.00000E—02 | 1.90069F — 14
41 | 2.50000E—02 | 1.54102E 13
81 | 1.25000E—02 | 1.21350E — 12
141 | 7.14286E—03 | 4.21728E—12
300 | 3.34448E—03 | 1.87018E—11

A figura (4.11) abaixo mostra o gréafico de erros para n’=81, que corresponde ao exemplo
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Figura 4.11 — Grafico de Erros entre o Método de Extensdo de 5 e 9 Pontos.

Na tabela (4.7) correspondente ao exemplo 3, tem-se os valores que correspondem a
diferentes resultados de Erros entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos para diversas
escolhas de n' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.7 — Diferentes resultados aproximados de ||u — u(x, y)|ls 9.

n' h llu—u(x,ylls,9
6 | 2.00000E-01 | 2.66602E — 03
11 | 1.00000E—-01 | 1.28825E—03
21 | 5.00000E —02 | 5.72374E—04
41 | 2.50000E —02 | 2.69876E — 04
81 | 1.25000E —02 | 1.31103E —04
141 | 7.14286E—03 | 7.40093E — 05
300 | 3.34448E—-03 | 3.42315E-05

A figura (4.12) abaixo, mostra o grafico de erros para n’= 81, que corresponde ao exem-

plo 4:




plo 5:
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Figura 4.12 — Gréfico de Erros entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos.
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Na tabela (4.8) correspondente ao exemplo 4 , tem-se os valores que correspondem a
diferentes resultados de Erros entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos para diversas
escolhas de n' =6,11,21,41,81, 141 e 300.

Tabela 4.8 — Diferentes resultados aproximados de ||u — u(x, y)|ls9.

n' h llu—u(x, lls,o
6 | 1.20000E+00 | 3.82771E—-13
11 | 6.00000E - 01 | 3.53913E—12
21 | 3.00000E—01 | 2.86656E —11
41 | 1.50000E—01 | 1.96947E — 10
81 | 7.50000E—02 | 1.57278E—09
141 | 4.28571E—02 | 3.65073E — 09
300 | 2.00669E — 02 | 6.19810F — 08

A figura (4.13) abaixo mostra o grafico de erros para n’= 81, que corresponde ao exem-
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Figura 4.13 — Grafico de Erros entre as Férmulas de Extensao de 5 e 9 Pontos.

Na tabela (4.9) correspondente ao exemplo 5 das aplica¢des da Férmula de Extensao de
9 Pontos, tem-se os valores que correspondem a diferentes resultados de Erros entre o Método

de Extensdo de 5 e 9 Pontos para diversas escolhas de n’' =6,11,21,41,81,141 e 300.

Tabela 4.9 — Diferentes resultados aproximados de ||u — u(x, y)|ls9.

n' h llu—u(x, liso
6 | 1.20000E +00 | 2.66345E— 02
11 | 6.00000E—01 | 1.37351E —02
21 | 3.00000E—01 | 6.91521F —03
41 | 1.50000E—01 | 3.46338E —03
81 | 7.50000E —02 | 1.73241E-03
141 | 4.28571E—02 | 9.90038E — 04
300 | 2.00669E —02 | 4.63579E — 04
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CONCLUSAO

Este trabalho apresenta a formulacdo do Método das Diferencas Finitas com 5 e 9 Pontos
para resolver a equagdo de Darcy que descreve o fluxo de um fluido, através de um meio poroso,
cuja equacao que governa o escoamento desse fluido é a equacdo de Laplace ou de Poisson que
representa uma equacgdo Eliptica em derivadas parciais. Os exemplos que sido apresentados e
resolvidos pelas Formulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos, apresentam condi¢Oes de contorno de
Dirichlet e Neumann.

Uma primeira andlise no exemplo 1 para a Férmula de Extensdo de 5 Pontos, em que
se compara a diferenca entre a fungdo discretizada e a analitica, a medida que aumentamos
os valores de n', obtém-se uma precisdo muito satisfatéria do método. Observa-se, que para
n' =300, o erro apresentado é da ordem 10™*. No exemplo 2, utilizando a mesma comparagio
feita com o exemplo 1 e com condi¢des de contorno de Dirichlet, o erro apresentado, € da ordem
10713, Dessa forma, o erro descrito tem uma precisdao muito boa.

Portanto, no exemplo 3, onde se tratando das condi¢des de contorno de Newmann, a
férmula de extensdo de 5 pontos para a resolucdo da func¢ao discretiza, apresenta reultados bem
apropriados. Conforme, aumenta-se os valores de n’, mantém-se a ordem de 102, que por sua
vez, € um bom resultado de aproximac¢do para uma fung¢do discretizada.

O préximo exemplo 4, trata-se de um problema unidimensional de percolagdo em regime
permanente. Observa-se também, que para a Férmula de Extensdo de 5 Pontos, quando se
compara a diferenga entre a funcdo discretizada e a analitica, tem um funcionamento muito
pertinente. Com isso, 2 medida em que aumenta-se o valor de n’, obtém-se um comportamento
pertinente em sua aproximagdo. Pode-se notar, que para n’ = 300, a precisio é muito satisfatéria
na ordem 10710,

Na aplicacdo da Férmula de Extensdo de 9 Pontos para os 4 exemplos citados anteri-
ormente, pode-se observar, nessa sequéncia, 2 medida em que se aumentam os valores de 7/,
os resultados também sdo bem acertados e para n' = 300, onde os valores sdo da ordem 1073,
10_11, 1072 e 1078, Portanto, para a utilizacdo dessa formula, sdo obtidos excelentes resulta-
dos de aproximacdo, em que a precisdo do resultado, é bem proxima entre eles. Com isso, a
Férmula de Extensdo de 9 Pontos, possui uma 6tima aplicagdo na sua formulacao.

Para uma melhor andlise da aplicacdo da Férmula de Extensdo de 9 Pontos, foi feita
mais um exemplo 5, que representa um problema bidimensional de percolacdo em regime per-
manente, em que mostra o grafico da fungdo analitica.

Por ultimo, foi feito uma comparacdo entre as Férmulas de Extensdo de 5 e 9 Pontos,
para diferentes valores de n'. Essa comparacdo, tinha por objetivo, analisar a precisdo de dife-
rentes resultados para os 4 exemplos e também para o exemplo 5, ambos citados anteriomente.



Com isso, observa-se que os diferentes resultados, tiveram precisdes satisfatorias, em que para
n' = 300, os valores sdo da ordem 10_3, 10_“, 1072, 1078 e 1074, Portanto, com esses re-
sultados, mostra-se que a aplicagdo da Férmula de Extensao de 9 Pontos para as condi¢Oes de
contorno de Dirichlit e Newmann, também para problemas unidimensional e bidimensional de
percolacdo em regime permanente, ¢ bem eficaz e que apresenta uma precisdo muito boa.

Como sugestio para trabalhos futuros, é fundamental complementar o estudo das ex-
pressdes que determinan os valores de erro. Também pode ser importante estudar os tempos de
processamento computacional. Embora fique evidente que a Férmula de Extensdo de 9 Pontos,
que utiliza maior quantidade de pontos tenha um tempo de procesamento computacional maior,
ndo foi quantificado a fundo esta magnitude comparando com a Férmula de Extensdo de 5 Pon-
tos. Finalmente, é importante verificar o comportamento da Férmula de Extensao de 9 Pontos
para geometrias diferentes, mais complexas e/ou condi¢des de contorno de Robin.
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Apéndice A

Considere a placa retangular na figura (7.1). Os trés lados da placa, sdo mantidas com
fluxos constantes u; e o lado superior, possui uma distribui¢do transmitida de fluxo u = f(x).
Essa distruicao pode ser simplesmente um fluxo constante ou algo mais complexo, como uma
distribui¢do de fluxo senoidal. Portanto, considera-se dois casos a seguir.

Para se resolver esse problema, que é regido pela equacao de Laplace, equacdo (7.1), foi
usado o método de separacdo de varidveis.

Ugx+ Uyy =0 (7.1)

O ponto essencial desse método é que a solugdo para a equagdo diferencial, assume a
forma de um produto.

u = f(x)

Y

Y
bt

Hzlll

W

Figura 7.1 — Fluxo em uma placa retangular.

u=XY (7.2)



Onde:

X =X(x) (7.3)

Y=Y(y) (7.4)

As condi¢des de contorno sdo aplicadas para determinar a forma das fungdes X e Y. A
suposi¢do basica dada por essas fungdes, s6 podem ser justificadas, se for possivel encontrar
uma solucdo que satisfaca as condi¢des de contorno.

Primeiro, considere as condi¢des de contorno com uma distribui¢do de onda senoidal
transmitida na borda superior da placa. Portanto:

u=uyemy=0 (7.5)
u=uyemx=0 (7.6)
u=uemx=wW (7.7)
e
u= umsen(ﬂ—mjfc) +uyemy=H (7.8)

Onde, u,, é a amplitude da funcdo seno. Substituindo as equagdes (7.2), (7.3) e (7.4) na
equacao (7.1), tem-se:

1d*’X 1d*Y

- 7.9
X dx*> Y dy? (7.9)

Observe, que em cada lado da equacdo (7.9) € independente do outro, porque x € y sdo
varidveis independentes. Isso requer que cada lado seja igual a alguma constante. Portanto,
pode-se assim obter duas equagdes diferenciais ordindrias em termos desta constante:

d*X
- +A2X=0 (7.10)
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d’y
d—y2+/12Y:0 (7.11)

Onde A2, é chamado de constante de separacdo. Esse valor, desse ser determinado das
condicdes de contorno. Nota-se que o formato da solu¢do das equagdes (7.10) e (7.11), vai
depender do sinal de A%; uma outra forma que também pode ser usada, se A% for zero. A
unica maneira de se determinar a forma correta € aplicar as condi¢des de contorno do problema.
Portanto, deve-se primeiro anotar todas as solugdes possiveis e ver qual delas se encaixa no
problema em consideragdo.

Para A% = 0:
X=C+Cx (7.12)
Y =C3+Cyy (7.13)
€
U=(C1+Cox)(C3+ Cyy) (7.14)

Essa funcio ndo pode se ajustar a condi¢do de contorno da fun¢do seno, de modo que a
solucdo A? = 0, pode ser excluida.

Para A% < 0:
X =Cse M + Coe* (7.15)
Y = C7cosAly+ Cgsenly (7.16)
e
U= (Cse ™+ Cge“)(CwOS/ly + CgsenAly) (7.17)

Mais uma vez, a condi¢cao de contorno da funcao seno, ndo pode ser satisfeita, portanto
esta solucdo ndo é valida.

Para 1 > 0:
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X =CgygcosAx+ Cyipsenlx (7.18)

Y =Cpe ™ +Cpe (7.19)

U = (CycosAx + Crosendx)(Cy e M + Cppe™) (7.20)

Dessa forma, € possivel satisfazer a condi¢dao de contorno da funcio seno; sendo assim,
pretende-se satisfazer as outras condi¢des. Utilizando a dlgebra, fica um pouco mais facil de
manusear, quando se faz a seguinte substitui¢cao:

0=U-U, (7.21)

Portanto, a equacgdo diferencial, a solu¢do e a nova varidvel 8, permaneceriam na mesma
forma. Desse modo, trocando as condi¢des de contorno, t€ém-se:

0=0emy=0 (7.22)
6=0emx=0 (7.23)
0=0emx=W (7.24)
e
0= umsen(n—mf) emy=H (7.25)

Aplicando essas consdi¢des, chega-se:

(CycosAx+ CipsenAx)(Cy1+Ci2) =0 (7.26)

Cg(CHe_M’ + Clgelly) =0 (727)
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(CocoSAW + CrosenAW)(Cire M + Cpoe?) =0 (7.28)

umsen(n—m);) = (CgcosAx + Cypsenlx) (Cue_’lH +Cyo eAH) (7.29)

Das equacdes (7.26) e (7.27), tém-se que:

Cii=-Cr2 (7.30)

Co=0 (7.31)
Substituindo as equacdes (7.26) e (7.27) na equagiao (7.28), obtém-se:

CoCrasenAW (et —e My =0 (7.32)

Isso requer que:

senAW =0 (7.33)

De forma, que A € uma constante de separacao indeterminada. Com isso, varios valores
irdo satisfazer a equacdo, e estes podem ser escritos da forma:

nm
A=— (7.34)
w
Onde n, é um nimero inteiro. A solu¢do da equagado diferencial pode assim ser escrita
como uma soma das solugdes para cada valor de n. Portanto, esta € uma soma infinita, de modo

que a solucdo final € a série infinita:

o nnx nm
0=U-U; = Z Cnsen(W)senh(Wy) (7.35)

n=1
De forma que as constantes foram combinadas e os termos exponenciais convertidos
para a func¢ao hiperbdlica. A condicao de contorno final, pode ser agora aplicada como:

nnH
—)

Umsen(ﬂ—m)/c) = n;l Cnsen(%)senh( v (7.36)
Sendo, que C,, =0 para n > 1. Portanto, tem-se como solug¢do final:
senh(Ty)
u= um—v};sen(ﬂ) + uy (7.37)
senh(%7) w

Contudo, a percolacdo de d4gua no solo para este problema € mostrado na figura (7.1).
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