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RESUMO

MOURA, Mario Jorge dos Reis. Avaliação de métodos iterativos aplicados à
equação não-linear de Richards. Seropédica, 2022. Dissertação (Mestrado em Mode-
lagem Matemática e Computacional). Instituto de Ciências Exatas, Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2022.

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma simulação numérica para descrever
o escoamento transiente unidimensional de água em solo não-saturado. O movimento
da água no solo é descrito pela equação de Richards, obtida das equações de Darcy-
Buckingham e da continuidade. Tal equação é não-linear, necessitando de tratamento
computacional para obtenção de uma solução aproximada. Existem diversas técnicas
para abordar o problema, como o método dos elementos finitos (MEF) e das diferenças
finitas (MDF). Neste trabalho foi utilizado o método das diferenças finitas (MDF) para
encontrar uma solução para a equação de Richards nas formas h e mista, usando dados
de [1], com condições iniciais e de contorno previamente definidas, para diferentes passos
de tempo e espaçamentos de malha. Foram comparados diferentes esquemas iterativos
no processo de solução da equação de Richards. Além disso, um esquema de marcha
dupla no tempo (DTS) foi empregado como uma alternativa aos esquemas tradicionais.
Os resultados encontrados sugerem que o esquema DTS é um método capaz de resolver o
problema com um aumento razoável no número de iterações. No entanto, para elevados
ńıveis de saturação de solo o esquema DTS demonstrou a possibilidade de maior eficiência
computacional.

Palavras-chave: Equação de Richards; Ciência do Solo; Modelagem Matemática; Dual-
Time Stepping Method; Diferenças Finitas.



ABSTRACT

MOURA, Mario Jorge dos Reis. Evaluation of iterative methods applied to the
nonlinear Richards’ equation. Seropédica, 2022. Dissertation (Master Science in
Mathematical and Computational Modeling). Instituto de Ciências Exatas, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2022.

The present work aims to perform a numerical simulation to describe the one-dimensional
transient water flow in unsaturated soil. The movement of water into soil is described
by Richards equation, obtained from both Darcy-Buckingham and continuity equations.
Such equation is non-linear, requiring computational treatment to obtain an approximate
solution. There are several techniques to approach the problem, such as finite element
(FEM) and finite difference (FDM) methods. In order to find a solution in both h and
mixed forms of Richards equation, finite difference method (FDM) was adopted, using
data from [1], with previously defined initial and boundary conditions, for different time
steps and mesh spacings. Different iterative schemes were compared in the process of
solving Richards equation. In addition, a dual time stepping (DTS) scheme was employed
as an alternative to traditional schemes. The obtained results suggest that DTS scheme
is a capable method to solve the problem with a reasonable increase in the number of
iterations. However, for high levels of soil saturation the DTS scheme demonstrated the
possibility of greater computational efficiency.

Key Words: Richards’ Equation; Soil Science; Mathematical Modeling; Dual-Time Step-
ping Method; Finite Differences.
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m: ńıvel de iteração para as técnicas de linearização tradicionais
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ht: carga hidráulica total
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q⃗z: fluxo de água na direção z
k̂: versor k
∆x: incremento na direção x
∆y: incremento na direção y
∆z: incremento na direção z
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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

1.1 Motivação Geral

Escoamentos em meios porosos possuem inúmeras aplicações nas diversas áreas ci-
ent́ıficas, como engenharias, f́ısica e qúımica. O fenômeno de irrigação em solos não-
saturados é uma aplicação relevante deste tipo de escoamento, e tem um papel funda-
mental na qualidade da produção agŕıcola e industrial [2]. Os estudos cient́ıficos deste
fenômeno tem um impacto significativo no uso dos recursos h́ıdricos na agricultura em
geral, além de contribuirem para melhorar o manejo do recurso promordial para a vida
humana.

A água também é necessária em outras atividades, como geração de energia elétrica,
pesca, e consumo humano. Como recurso natural finito indispensável à vida, é impor-
tante pensar de forma sustentável sobre o uso da água, uma vez que as gerações futuras
dependem das iniciativas tomadas nos dias de hoje. Com o crescimento populacional, a
humanidade se vê obrigada a usar a maior quantidade posśıvel de solo agricultável, tanto
em regiões úmidas quanto áridas, impulsionando o uso da irrigação [3].

Embora o Brasil esteja em uma situação privilegiada em relação a outros páıses, com
13.8% da água doce dispońıvel no mundo, o páıs por muito tempo permaneceu sem dar
a devida importância ao uso e à preservação de seus recursos h́ıdricos e, conseqüente-
mente, muitas providências deixaram de ser tomadas, como a proteção dos ecossistemas,
recuperação de áreas degradadas, minimização do processo de desertificação, proteção das
nascentes e aqúıferos e educação ambiental [4].

Em adição, o setor agŕıcola tem grande importância na economia brasileira. Em 2005,
toda a cadeia do agronegócio gerou 28% do PIB nacional, e o Brasil é um dos maiores
produtores mundiais neste setor, com grande potencial de crescimento, e por isto demanda
grande quantidade de água consumida [5].

Desta forma, o manejo racional da irrigação é importante, pois há a disponibilização
de quantidades ideais de água às plantas no momento correto. A não adoção de métodos
de controle de irrigação pode fazer o produtor rural utilizar água em demasia, sob a jus-
tificativa de evitar estresse h́ıdrico nas culturas, causando desperd́ıcio de água e energia.
Além disso, parte da água usada na irrigação não retorna a seu curso original, acarretando
em diminuição da disponibilidade em mananciais, e nos casos em que há retorno de água,
a qualidade é inferior àquela que foi captada inicialmente [3].

De fato, segundo [6], diversas culturas de vegetais possuem diferentes necessidades de
umidade no solo, como, por exemplo, couve e pepino, nas faixas de -60 a -70 e -100 a -300
kPa, respectivamente. Portanto, a previsão da quantidade de água ideal a ser usada nos
sistemas de irrigação é uma alternativa consciente para otimizar o uso da água.

Os valores de umidade anteriormente citados são dados em termos de potenciais ma-
triciais para solos não-saturados, isto é, solos que não possuem os poros totalmente pre-
enchidos com água. Pode ser interpretado como a força de adesão da água nas part́ıculas
sólidas do solo. Tal potencial é uma medida indireta de água dispońıvel, e é obtida ex-
perimentalmente a partir de tensiômetros, equipamentos que medem a tensão com que a
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água é retida nos espaços porosos do solo. Basicamente, fenômenos de capilaridade pro-
porcionam o movimento da água, e com isto é gerada uma pressão negativa (matricial)
na inferface entre a água e a matriz do solo (parte sólida). Quanto mais úmido for o solo,
maior será o seu potencial matricial [7].

Por outro lado, o avanço na tecnologia computacional, iniciado nas décadas de 80
e 90, proporcionou o desenvolvimento de computadores mais potentes, popularizando o
uso destas ferramentas como fonte de pesquisa e análise em diversas áreas. Com isso,
o estudo computacional da solução de modelos matemáticos passou a ocupar uma gama
significativa das pesquisas cient́ıficas [8]. Logo, os estudos numéricos do escoamento em
meios porosos não-saturados são uma alternativa nesta área. A modelagem associada
ao fenômeno de irrigação em solos não saturados normalmente envolve a resolução de
equações diferenciais parciais não-lineares, algumas vezes com domı́nios complexos [2].

Apesar dos grandes avanços em modelagem em solos nas últimas décadas, tais mode-
los continuam, de certa forma, segregados dos serviços ambientais, gerando predições que
não são efetivamente satisfatórias. É preciso uma abordagem integrando processos f́ısicos,
qúımicos e biológicos para preencher lacunas concernentes ao entendimento dos processos
que ocorrem no solo, com a finalidade de entender a troca existente entre solo, clima e
plantas [9].

O estudo do movimento da água no solo sob condições isotérmicas teve ińıcio com a
contribuição do engenheiro hidráulico Henry Darcy, em 1856. A equação de Darcy des-
creve a dinâmica da água sob condições de saturação. Mais tarde, em 1907, Buckingham
descreveu matematicamente o movimento da água em solos saturados e insaturados. Em
1931, Richards deduziu a equação que leva seu nome, desenvolvendo a teoria geral do
movimento da água em solos, fazendo uso das equações da continuidade e a de Darcy-
Buckingham [10].

A equação de Richards pode ser vista como uma simplificação da formulação padrão
de escoamento de um sistema bifásico água-gás em um meio poroso, onde o gradiente de
pressão necessário para direcionar o fluxo da fase gasosa é ignorado, devido à grande dife-
rença de mobilidade entre as fases ĺıquida e gasosa. Apesar da fácil dedução, a equação de
Richards é uma equação diferencial parcial parabólica e não-linear. Além disso, a solução
depende de dois parâmetros não-lineares: a função de condutividade hidráulica K(h) e o
conteúdo de água θ(h), o que dificulta sua resolução [11].

Pela não-linearidade da equação e dos parâmetros, não é posśıvel obter soluções
anaĺıticas, exceto em casos especiais. Portanto, aproximações numéricas são normalmente
utilizadas para resolver a equação de Richards. As aproximações aplicadas ao domı́nio
espacial são os métodos das diferenças finitas ou dos elementos finitos. Estes são tradi-
cionalmente acoplados com o método de Euler impĺıcito de passo único. Para qualquer
outro método de Euler que não seja o expĺıcito, equações não-lineares são geradas e, então,
procedimentos de linearização ou iterativos devem ser usados para resolver as equações
discretizadas. Como técnicas iterativas pode-se citar os métodos de Picard, Picard modi-
ficado e de Newton-Raphson [12].

Como alternativa para resolução de problemas não-lineares, pode-se citar o método
Dual-Time Stepping (DTS), inicialmente aplicado em engenharia aeroespacial, com o ob-
jetivo de recuperar soluções transientes. Alguns escoamentos envolvem tanto regimes
compresśıveis quanto incompresśıveis, e em tais situações, abordagens DTS podem ser
adotadas [13].

Esta metodologia consiste em adicionar uma derivada no pseudotempo, e, assim, o
sistema de equações é linearizado. Em seguida, a equação resultante é resolvida no pseu-
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dotempo iterativamente até que se atinja estado estacionário, em cada passo de tempo.
Em outras palavras, um sistema de equações não-lineares é artificialmente transformado
em uma equação, cuja resolução é dada de forma mais simples. O processo iterativo no
pseudotempo deve convergir para que haja acurácia no tempo [14].

Como descrito acima, a não-linearidade da equação de Richards exige a linearização
dos sistemas através de métodos iterativos para obtenção de soluções. Portanto, este
trabalho tem por objetivo avaliar diferentes esquemas iterativos na predição de soluções
numéricas da equação de Richards [12]. Além disso, empregar as metodologias DTS (Dual
Time Stepping) como métodos iterativos alternativos na solução da equação de Richards
e estudar a sua eficiência, fazendo comparações com os métodos desenvolvidos por [12],
através do perfil de carga hidráulica no solo, taxa de convergência e número de iterações.

1.2 Revisão Bibliográfica

O estudo do escoamento em meios porosos teve ińıcio em 1856, com as contribuições
de Darcy para fluxo de água em meios saturados, sendo sequenciado por Buckingham,
buscando descrever o movimento da água em solos não-saturados [10]. Mais tarde, os
estudos de Richards contribuiram fortemente para a consolidação da equação que leva seu
nome, desenvolvendo a teoria que retrata a dinâmica da água no sistema solo-água-planta
[15].

No século passado, estudos experimentais foram realizados com o objetivo de quan-
tificar o conteúdo de água no solo. A câmara de pressão de Richards é um instrumento
de laboratório que serve para medir o conteúdo de água em função do potencial mátrico
(que pode ser dado em termos de pressão ou da carga hidráulica). Basicamente, amostras
de solo, com a menor altura posśıvel, são saturadas com água destilada e, em seguida,
colocadas dentro da câmara, aplicando-se uma pressão de ar por um peŕıodo de 24 horas.
Com isto, há o gotejamento de solução até que se atinja uma situação de equiĺıbrio. Como
desvantagens, o alto custo do equipamento e o tempo de espera são citados [10]. Para
contornar tais desvantagens, vários modelos emṕıricos de condutividade hidráulica foram
propostos, como os de [16], [17] e [1], que representam analiticamente a umidade do solo,
a condutividade hidráulica e o potencial matricial. O presente trabalho faz uso do modelo
de [1].

Com o avanço da computação nas últimas décadas, o estudo de [12] contribuiu para os
avanços na área de Ciência do Solo, resolvendo a equação de Richards pelos métodos das
diferenças finitas e elementos finitos. Tal equação pode ser escrita em 3 formas distintas:
h, θ e mista, sendo que esta última apresenta boa conservação de massa em relação às
demais. [18] reporta que a não conservação de massa inerente à forma h da equação
de Richards está atrelada à função não-linear C(h). O trabalho de [12] é citado por
outros autores, como [11], [19], [20], [21], [22], [23] e [24], e será usado como base nesta
dissertação.

A equação de Richards depende do conteúdo de água no solo, além da condutividade
hidráulica e do potencial mátrico. Tais parâmetros são altamente não-lineares, sendo
necessário encontrar relações entre eles para se encontrar uma solução da equação dife-
rencial [12]. O perfil de umidade guarda a relação existente entre a carga hidráulica (ou
pressure head) e a profundidade do solo em sistemas insaturados, enquanto que curva de
condutividade hidráulica relaciona a condutividade hidráulica com a carga hidráulica ou
o conteúdo de água [23].
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O trabalho de [2] resolve a equação de Richards eficientemente, usando esquemas ba-
seados em elementos finitos (método de Galerkin) no espaço e método de Euler impĺıcito
no tempo, linearizando os sistemas de equações discretizadas pelos métodos de Picard,
Picard modificado e Newton-Raphson, comparando as soluções e fazendo análises de con-
vergência, propondo também uma metodologias h́ıbridas entre as técnicas, melhorando
os resultados obtidos.

Os trabalhos de [12], [25] e [26] resolveram numericamente a forma mista da equação
de Richards. Os algoritmos usam aproximações espaciais por diferenças finitas. Os dois
últimos autores chamam suas aproximações de método Quasi-Newton, enquanto que [12]
se referiu à sua técnica comométodo iterativo de Picard Modificado. Ambos demonstraram
boa conservação de massa em suas soluções numéricas.

Os trabalhos de [22], [23] e [24] são importantes, pois resolvem a equação de Richards
pelo método das diferenças finitas, fazendo discussões sobre estabilidade, eficiência e con-
vergência das soluções em diferentes formas. Uma revisão completa de soluções numéricas
da equação de Richards pode ser encontrada em [11].

Por outro lado, na área de engenharia aeroespacial, com o intuito de resolver as
equações compresśıveis de Navier-Stokes com número de Mach arbitrário (Ma << 0, 3),
surgiu a necessidade da adição de um outro termo transiente nas equações. Este pro-
cedimento é conhecido como passo de tempo duplo ou Dual Time Stepping (DTS) [27].
Neste contexto, a metodologia DTS possibilita a combinação de procedimentos de ace-
leração de convergência para o regime permanente, como o pré-condicionamento, com
a predição de soluções transientes. Portanto, em cada etapa do processo de solução no
tempo f́ısico, marcha-se para uma solução de regime permanente no pseudotempo, recu-
perando a solução transiente original [28, 29].

Na década passada, a técnica DTS foi utilizada com o objetivo de adaptar códigos
computacionais transientes, a fim de gerar soluções em regime permanente para esco-
amentos absolutamente e convectivamente instáveis [30]. Este mecanismo é conhecido
como método de amortecimento na marcha temporal (physical-time damping — PTD)
[29, 31]. O método consiste no emprego da técnica de marcha dupla no tempo (DTS)
para alterar o esquema temporal de um código transiente pelo método de Euler impĺıcito,
empregando suas propriedades dissipativas para amortecer as perturbações e atingir o
regime permanente sem afetar a resolução espacial [32, 33]. No entanto, para métodos
originalmente impĺıcitos esta alteração não é necessária [29].

Recentemente, [34] propôs esquemas de passo de tempo duplo baseados no método de
Runge-Kutta impĺıcito para resolver um problema de escoamento transiente, modelado de
forma acoplada pelas equações de Euler e de Navier-Stokes modificada. Para cada tempo
impĺıcito, o problema foi tratado como um estado estacionário modificado, e resolvido
pela marcha no pseudotempo. Os resultados obtidos estão atrelados à menores custos
computacionais, além de serem competitivos com esquemas tradicionais impĺıcitos, com a
vantagem adicional de melhorar a precisão no tempo nas simulações. Em adição, [14] resol-
veram um problema modelado pela equação de difusão-advecção unidimensional através
de um esquema DTS modificado, cuja novidade era uma derivada de segunda ordem no
pseudotempo. A performance do esquema DTS foi consideravelmente aumentada, melho-
rando as propriedades de convergência para as soluções em estado estacionário, reduzindo
consideravelmente a rigidez do problema, exigindo, para isto, um número de iterações
muito menor para convergência quando se compara com técnicas DTS convencionais.

No âmbito de Ciência do Solo, não foram encontrados trabalhos que fazem uso da
metodologia de passo de tempo duplo para modelar a infiltração h́ıdrica em meios porosos.
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Com isto, é proposta a aplicação da técnica DTS como esquema para a linearização das
equações não-lineares de Richards, visando manter o emprego de esquemas impĺıcitos no
termo transiente e um esquema explicito no pseudotransiente. Esta adaptação permite
a manutenção da estabilidade numérica dos métodos impĺıcitos sem a necessidade de
resolver sistemas acoplados.

1.3 Justificativa

Na literatura, existem muitos estudos relacionados à dinâmica da água no solo, envol-
vendo aproximações por elementos finitos e diferenças finitas, como os de [12], [1], [25] e
[26], com a finalidade de descrever o perfil de água no solo em função da profundidade.
Devido à complexidade de implementação de esquemas impĺıcitos tradicionais, que envol-
vem a linearização das equações com métodos iterativos e posterior solução de sistemas
lineares acoplados à cada iteração da linearização, é proposto o emprego da metodologia
DTS para resolver numericamente a equação não-linear de Richards para diferentes ńıveis
de saturação, com o intuito de manter esquemas impĺıcitos no tempo f́ısico, facilitando
a implementação e negligenciando os sistemas lineares acoplados, pois caso contrário os
processos iterativos seriam impĺıcitos.

Tais simulações são justificáveis, pois de acordo com [6], diversas culturas de vegetais
possuem diferentes necessidades de umidade no solo, como, por exemplo, couve e pepino,
nas faixas de -60 a -70 e -100 a -300 kPa, respectivamente. Desta forma, as soluções, que
representam o conteúdo de água em diferentes profundidades de uma coluna de solo, após
certo tempo de infiltração, e em diferentes ńıveis de saturação, podem auxiliar os sistemas
de irrigação no que se refere à otimização do uso da água na agricultura.

Portanto, o conteúdo desta dissertação irá contribuir para os estudos em Ciência do
Solo, no sentido de apresentar uma metodologia nova para descrever matematicamente a
infiltração h́ıdrica em meios porosos, problema relevante nos dias atuais, além de, futura-
mente, propor melhorias para os resultados obtidos.

1.4 Objetivos

Resolver a equação de Richards, que descreve o movimento da água em solos não-
saturados (caso unidimensional), usando dados de [1] reportados por [12], considerando
diferentes condições iniciais de umidade, ou seja, diferentes ńıveis de saturação, através dos
esquemas iterativos clássicos, como os métodos de Picard, Picard modificado e Newton-
Raphson, além dos esquemas DTS.

1.4.1 Objetivos espećıficos

� Avaliar esquemas iterativos aplicados às equações discretas não-lineares, associa-
das à equação de Richards nas formas h e mista, baseados em diferenças finitas
como aproximação espacial, e os métodos de Euler impĺıcito e Crank-Nicolson como
aproximação temporal. Para linearização dos sistemas de equações discretizadas
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impĺıcitas, foram adotados os métodos de Picard, Picard Modificado e Newton-
Raphson, enquanto que os métodos de Euler expĺıcito e de Runge-Kutta de 4ª
ordem são adotados para linearizar as equações discretizadas expĺıcitas através da
metodologia Dual-Time Stepping (DTS);

� Realização de estudo paramétrico extenso do processo de umidificação do solo,
através de análises numéricas comparativas envolvendo diferentes ńıveis de saturação,
variações nos passos de tempo f́ısico e na malha espacial para os diferentes métodos,
abordando análises do número de iterações em função dos tempos f́ısicos, compor-
tamento do decaimento do erro para os primeiros passos de tempo f́ısico e o total
de iterações para o processo de convergência;
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CAPÍTULO II

O PROCESSO DE INFILTRAÇÃO HÍDRICA

2.1 O Solo e Suas Caracteŕısticas

[10] define o solo como um material sólido e poroso, cuja parte sólida consiste principal-
mente de part́ıculas minerais e de substâncias orgânicas de diferentes formas e tamanhos,
chamada de matriz do solo, além de uma parte porosa, que consiste em poros interconec-
tados, que é a parte não ocupada pela matriz. Os poros do solo abrigam em seu interior
uma solução aquosa chamada água ou solução no solo, que possui vários eletrólitos, como
Na+, K+, Ca+2, Mg+2, Cl−, NO3

−, SO4
−2, etc, além de uma solução gasosa, composta

por N 2, O2, H 2O, CO2 e outros gases.
A formação do solo está relacionada à combinação de fatores f́ısicos, qúımicos, biológicos

e antropogênicos que agem desde os tempos remotos. Atividades humanas, muitas vezes
relacionadas à agricultura, contribuem fortemente para a formação do solo a curto prazo,
causando agregação, compactação, lixiviação, migração, salinização e mudanças no esto-
que de carbono [9].

Um solo dito saturado é aquele em que o espaço poroso esteja totalmente cheio de
água. Caso a água seja drenada, há a entrada de ar para substitúı-la no espaço poroso,
e o solo em tal situação é chamado de não-saturado. O autor define solo não-saturado
como aquele cujo espaço poroso é parcialmente preenchido com água e ar [35].

Figura 1: Retenção da água por agregados do solo. Fonte: [10]

Quando ocorre infiltração em um solo, há a retenção de água, e tal processo ocorre de-
vido a dois fatores: retenção nos microporos (associada às forças capilares) e na superf́ıcie
dos sólidos (devido às forças de adsorção, as quais estão relacionadas à campos elétricos e
interações intermoleculares de London —- Van der Waals). A ação conjunta destas duas
forças na matriz do solo é chamada de forças mátricas, que originam o potencial mátrico
[10].
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Um perfil de solo é uma seção vertical de solo, com camadas aproximadamente para-
lelas à superf́ıcie de um terreno, as quais são chamadas horizontes, que podem variar em
termos de cor, espessura, tipo de estrutura, etc. [36].

2.2 Conteúdo de Água no Solo

Segundo [38], o conteúdo de água é uma medida da quantidade de água no solo. É
definida como a fração que diz quanto do volume de uma amostra de solo corresponde a
volume de água, a saber,

θ =
Va
V
, (1)

onde V é o volume de uma amostra de solo e Va é o volume ocupado pela água (solução

do solo) na amostra. Em adição, este parâmetro é adimensional
(

m3

m3

)
.

Pode-se considerar situações extremas, que podem ser o teor de água retido em um
solo seco, θr, e o teor de água na saturação, θs.

2.3 Potenciais da Água no Solo

Para o entendimento do movimento da água no solo, é preciso conhecer seu estado de
energia [37]. A água no solo pode apresentar diferentes formas de energia, podendo ser
classificada em duas formas principais: cinética (considerada despreźıvel, já que a veloci-
dade de escoamento da água é baixa, e a energia cinética é proporcional ao quadrado da
velocidade) e potencial (devido à posição ou condição interna, sendo esta determinante
no estado de energia da água no solo). A água tende a se movimentar no sentido de maior
potencial para o de menor potencial [38].

Os principais fatores que alteram o potencial total da água (ψt) são os potenciais
térmico (ψT = ψ(T )); piezométrico (ψP = ψ(P )), relacionado à diferença de pressão atu-
antes entre um ponto e a referência, não sendo levado em conta para solos não-saturados;
osmótico (ψn = ψ(n)), associado à concentração de solução no solo e ação de membranas
semipermeáveis; gravitacional (ψg = ψ(z)), inerente à ação do campo gravitacional; e
matricial (ψm = ψ(θ)), relacionado à interação entre a matriz do solo e a água retida
neste [38]. Logo,

ψt(T, P, n, z, θ) = ψT + ψP + ψn + ψg + ψm, (2)

onde T é a temperatura, P é a pressão, n é o número de moles de água, z é a altura e θ é
a umidade. Considerando situação isotérmica, baixa concentração de solução e ausência
de membranas semipermeáveis, ausência de coluna de água exercendo pressão sobre um
ponto a ser avaliado (solo não-saturado), tem-se que ψT , ψn e ψP são, respectivamente,
iguais a zero. Portanto, de acordo com [10],
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ψt = ψg + ψm. (3)

2.4 Carga Hidráulica

A carga hidráulica [m] é a energia potencial [Nm] por unidade de peso [N ] [10]. Por-
tanto, o potencial total da água pode ser descrito como carga hidráulica total ht, e segue
que

ht =
ψt

P
=

ψt

mg
=

ψg

mg
+
ψm

mg
= hg + hm. (4)

Sua unidade de medida não deve ser vista como altura, mas como metros (ou cent́ımetros)
de coluna d’água [38]. A carga hidráulica também pode ser chamada de pressão negativa
ou capilar [35].

2.5 Infiltração e Perfis de Umidade

Para [10], infiltração é um processo descrito pela entrada de água através da superf́ıcie
do solo, e acontecendo tanto vertical quanto horizontalmente, de acordo com o tipo de
solo. A taxa de infiltração é relacionada à quantidade de água que atravessa a área de
superf́ıcie do solo por unidade de tempo. Para um perfil de solo homogêneo seco, conforme
o tempo passa, a taxa de infiltração diminui, chegando em um valor constante.

O perfil de conteúdo de água (ou perfil de umidade) durante o processo de infiltração
é um gráfico do conteúdo de água no solo θ ou da carga hidráulica h em função da
profundidade z. Portanto, a distribuição da água em uma coluna de solo uniforme, com
uma carga hidráulica constante no topo é representada pelo gráfico da Figura 2, que
possui regiões ou zonas distintas [35]:

Figura 2: Perfil de conteúdo de água durante a infiltração. Fonte: [10]

Primeiramente, a zona de saturação é zona onde o solo está completamente saturado.
Mais abaixo está a zona de transição, em que há uma rápida diminuição da umidade; Em
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contrapartida, a umidade varia muito pouco na zona de transmissão, e tal região tende
a ser variável, aumentando ao longo do processo de infiltração enquanto houver umidade
na superf́ıcie. Já na zona de umedecimento, ocorre uma rápida variação no conteúdo
de água, enquanto que na frente de molhamento há uma variação brusca na umidade,
representando o limite viśıvel de penetração de água no solo [35].

2.6 Condutividade Hidráulica

A condutividade hidráulica K é o volume de fluido que atravessa, por unidade de
tempo, 1 unidade de área de solo sob um gradiente de potencial total de 1 unidade de
força/volume, o que quer dizer que esta grandeza expressa a facilidade com que a água
é transportada através de um meio poroso, dependendo de propriedades do meio, como
distribuição de tamanho e forma das part́ıculas, porosidade, etc. [9].

2.7 Curvas de Retenção e Capacidade de Umidade Espećıfica

Segundo [38], a relação existente entre o teor de água no solo θ e o potencial matricial
θm é chamada curva de retenção de água no solo. A mesma é t́ıpica para cada tipo de
solo e é empregada na modelagem de água no solo, sendo avaliada medindo o potencial
mátrico ψm para vários valores de teor de água θ.

Para a resolução da Equação de Richards é preciso encontrar as funções constitutivas
hidráulicas dos solos, que são as curvas de retenção da água θ e a função condutividade
hidráulica K, sendo esta última uma relação entre o potencial matricial e permeabilidade
do solo. Para fluxo não-saturado em solos, tanto o teor de água θ quanto a condutividade
hidráulica K são funções do potencial mátrico, ou seja, θ = θ(ψm) e K = K(ψm). Como
o teor de água θ é dependente do potencial mátrico ψm, então a capacidade hidráulica K
também é função do teor de água θ [10, 12].

A equação de Richards também detém o termo C, chamado de capacidade de umi-
dade espećıfica, definida na curva de retenção como

C(ψm) =
∂θ

∂ψm

, (5)

que nos diz como varia o teor de água do solo devido à mudanças no potencial mátrico.

2.8 Gradiente de Umidade

Considerando-se uma infiltração h́ıdrica hipotética em uma coluna de solo seco, com
umidade inicial (ou ńıvel de saturação) h0 e condição no topo ht, a Figura 3 mostra
a descontinuidade entre a condição inicial e de contorno imediatamente antes da água
penetrar no solo.

Com a finalidade de gerar uma solução numérica para o problema em questão, é
necessário definir o domı́nio discreto que será trabalhado. Para tal, uma discretização é
requerida, que consiste basicamente em dividir o domı́nio espacial cont́ınuo em pontos (ou
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Figura 3: Descontinuidade entre condição inicial e de contorno

nós). A solução será aproximada em cada ponto da malha. Quanto mais pontos forem
utilizados, a solução será mais precisa, contudo os custos computacionais irão aumentar.
Portanto, levando-se em conta uma malha hipotética contendo uma quantidade de pontos
Np para a coluna de solo, o gradiente de umidade no ińıcio da infiltração é o segmento de
reta representado pela cor verde, indicado na Figura 4.

Figura 4: Gradiente de umidade no ińıcio da infiltração

Conforme Np aumenta, o gradiente de umidade no ińıcio da infiltração se torna mais
ı́ngreme, de acordo com a Figura 5.

Figura 5: Gradiente de umidade com mais pontos na malha
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Fica claro pela Figura 6 que se as condições anteriores forem mantidas e o solo tenha
um ńıvel de saturação h0 menor (solo mais seco), o gradiente de umidade no ińıcio da
infiltração se torna mais ı́ngreme ainda.

Figura 6: Gradiente de umidade para solo mais seco

De fato, segundo [11], a infiltração em solos secos muitas vezes leva à frentes de
umedecimento que resultam em grandes gradientes de umidade, o que dificultam o projeto
e a análise de esquemas numéricos para a equação de Richards.

2.9 Lei de Darcy

Em 1856, Henry Darcy desenvolveu a primeira equação para descrever o movimento
da água no solo. O experimento envolveu a infiltração vertical de água em colunas de
areia sob condições de saturação. A equação que leva seu nome estabelece que, a partir
do momento em que a vazão Q não variava mais com o tempo, a vazão Q que atravessa
a coluna por unidade de tempo é proporcional à área seção transversal A, proporcional à
diferença entre as cargas piezométricas que atuam nas extremidades da coluna, e inversa-
mente proporcional ao comprimento L da coluna. Logo, segundo [10],

Q ∝ A(h1 − h2)

L
. (6)

Transformando a relação 6 em uma igualdade inserindo a constante de proporcionali-
dade K, tem-se a Lei de Darcy, a saber

Q = KA
h1 − h2
L

. (7)

A constante de proporcionalidade é a condutividade hidráulica K, devido ao fato de o
fluido utilizado no experimento ter sido a água, e a mesma se traduz na rapidez com que
determinado ĺıquido atravessa um determinado meio. Tal equação pode ser generalizada
em termos dos potenciais da solução. Em relação à Figura 7, as cargas piezométricas
h1 e h2 são equivalentes aos potenciais totais da solução ψt1 e ψt2 no topo e no fundo
da coluna, respectivamente. Em adição, sob condições de saturação, vale ψt = ψp + ψg.
Logo,
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h1 − h2
L

=
ψt1 − ψt2

z1 − z2
=

∆ψt

∆z
. (8)

Figura 7: Arranjo experimental de Darcy. Fonte: [10]

Segundo [10], a expressão 8 pode ser interpretada como o gradiente do potencial total
da solução na direção vertical. No limite em que ∆z → 0 e considerando seu caráter

vetorial, a mesma pode ser escrita como
∂ψt

∂z
k̂, sendo esta a força que atua no fluido,

fazendo-o mover.
Também, dividindo ambos os membros da Lei de Darcy pela área de seção trans-

versal A, define-se o vetor −→qz de módulo Q/A como densidade de fluxo. Em adição,
considera-se que o meio seja isotrópico em relação a K, o que quer dizer que a condu-
tividade hidráulica não depende da direção dentro do meio. Pontua-se também que os

vetores −→qz e
∂ψt

∂z
k̂ possuem módulo e direção iguais, porém sentidos opostos. Portanto, a

Lei de Darcy pode ser escrita como

−→qz = −K∂ψt

∂z
k̂. (9)

Para o caso em que todas as direções precisem ser consideradas,

−→q = −K−→∇ψt. (10)

2.10 Equação de Darcy-Buckingham

A lei de Darcy é aplicada somente para meios saturados. Em 1907, Buckingham
trabalhou em cima da lei de Darcy, com a finalidade de descrever o movimento da água em
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meios onde os poros não estejam sempre saturados. As considerações anteriores continuam
válidas, porém agora o meio é isotrópico em relação a K(θ) e

−→q = −K(θ)
−→∇ψt, (11)

sendo esta a equação de Darcy-Buckingham. Na verdade, a lei de Darcy é um caso
particular da equação de Darcy-Buckingham, já que sob condições de saturação, θ =
θs (conteúdo de água de saturação) e K(θs) = Ks (condutividade hidráulica para solo
saturado) [10].

2.11 Equação da Continuidade

De acordo com [10], a equação de Darcy-Buckingham é aplicada em estado esta-
cionário, isto é, uma situação cujas grandezas não variam com o tempo. A grande mai-
oria dos fenômenos que ocorrem na natureza são transientes (que variam com o tempo).
Portanto, para descrever tais situações, é necessária a Equação da continuidade, que diz
que a massa não pode ser criada e nem destrúıda, respeitando o conceito de conservação
de massa.

Um balanço de massa transiente pode ser feito de acordo com a Figura 8:

Figura 8: Balanço de massa geral. Fonte: Autor

Supondo que não haja reação qúımica (ou seja, no problema não há geração ou con-
sumo de massa), então o balanço de massa transiente em questão pode ser simplificado
segundo o esquema da Figura 9:

Figura 9: Balanço de massa sem geração ou consumo. Fonte: Autor

A Figura 10 esquematiza um elemento de solo infinitesimal retangular de volume
dV = ∆x∆y∆z constante, por onde atravessa entre suas paredes um fluxo de água em
todas as direções x, y e z:
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Figura 10: Balanço de massa num elemento com V constante. Fonte: [37], adaptado

Dimensionalmente, fluxo = vazão/área e vazão = volume/tempo. Aplicando um ba-
lanço de massa no esquema da Figura 10:

qx(x)∆y∆z + qy(y)∆x∆z + qz(z)∆x∆y − qx(x+∆x)∆y∆z − qy(y +∆y)∆x∆z − qz(z +

∆z)∆x∆y =
∂Vsol
∂t

onde
∂Vsol
∂t

é o acúmulo de água neste elemento infinitesimal de solo. Rearranjando:

qx(x)∆y∆z − qx(x+∆x)∆y∆z + qy(y)∆x∆z − qy(y +∆y)∆x∆z + qz(z)∆x∆y − qz(z +

∆z)∆x∆y =
∂Vsol
∂t

Considerando θ =
Vsol
dV

=
Vsol

∆x∆y∆z
, então

qx(x)∆y∆z − qx(x+∆x)∆y∆z + qy(y)∆x∆z − qy(y +∆y)∆x∆z + qz(z)∆x∆y − qz(z +

∆z)∆x∆y =
∂θ∆x∆y∆z

∂t
= ∆x∆y∆z

∂θ

∂t

Dividindo ambos os membros da última igualdade pelo volume de solo infinitesimal
∆x∆y∆z e tomando o limite quando ∆x,∆y,∆z → 0:

lim
(∆x,∆y,∆z)→0

[
qx(x)− qx(x+∆x)

∆x

]
+ lim

(∆x,∆y,∆z)→0

[
qy(y)− qy(y +∆y)

∆y

]
+
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lim
(∆x,∆y,∆z)→0

[
qz(z)− qz(z +∆z)

∆z

]
= lim

(∆x,∆y,∆z)→0

∆x∆y∆z

∆x∆y∆z

∂θ

∂t

Rearranjando,

− lim
(∆x,∆y,∆z)→0

[
qx(x+∆x)− qx(x)

∆x

]
− lim

(∆x,∆y,∆z)→0

[
qy(y +∆y)− qy(y)

∆y

]
−

lim
(∆x,∆y,∆z)→0

[
qz(z +∆z)− qz(z)

∆z

]
= lim

(∆x,∆y,∆z)→0

∆x∆y∆z

∆x∆y∆z

∂θ

∂t

Como −→q = −→q (x, y, z) e considerando a definição de derivadas parciais, então

−
(
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

)
=
∂θ

∂t
,

que na forma compacta se reduz a

∂θ

∂t
= −−→∇ .−→q . (12)

A equação 12 é a equação da continuidade na forma diferencial, e a mesma pode
ser traduzida como: “a variação no teor de água num certo intervalo de tempo, em um
determinado comprimento de solo, pode ser determinada pela diferença entre a densidade
de fluxo da solução que entra em uma das extremidades deste comprimento e a densidade
de fluxo da solução que abandona a outra extremidade no intervalo de tempo considerado.”
[10].
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CAPÍTULO III

METODOLOGIA

A investigação realizada nesta dissertação tem caráter comparativo. Foram geradas
as soluções da equação unidimensional de Richards nas formas h e mista para diferentes
esquemas numéricos iterativos. O método das diferenças finitas foi aplicado como apro-
ximação espacial, usando diferenças divididas centradas, e como aproximação temporal
foram usados os métodos de Euler impĺıcito ou Crank-Nicolson. No processo de linea-
rização das equações discretas nao-lineares de Richards foram empregados os métodos
iterativos de Picard e Picard modificado descritos em [12], além do método tradicional de
Newton-Raphson e o esquema de marcha dupla no tempo (DTS). O termo pseudotran-
siente obtido através dos esquemas DTS será aproximado com os métodos expĺıcitos de
Euler e Runge-Kutta de 4a ordem.

Cada subseção discrimina o método abordado para aproximação no tempo f́ısico e a
técnica de linearização, respectivamente. Com exceção do esquema baseado no método
de Picard modificado (que é aplicado à forma mista da equação de Richards), todos os
outros esquemas são aplicados à forma h.

Em relação aos esquemas DTS, a linearização das equações são feitas nas aproximações
no pseudotempo, sendo desenvolvidas quatro implementações diferentes, aplicando-se os
métodos de Euler expĺıcito ou Runge Kutta de 4a ordem no pseudotempo, e os métodos
de Euler impĺıcito ou Crank-Nicolson no tempo f́ısico.

Os códigos foram desenvolvidos e implementados pelo autor desta dissertação, em
linguagem FORTRAN, sem a utilização de pacotes.

Este caṕıtulo contém os modelos matemáticos trabalhados, além do modelo de con-
dutividade hidráulica adotado e os esquemas numéricos discretos.

3.1 Modelo Matemático

3.1.1 Equação de Richards

Como foi visto nas seções anteriores, o potencial total da água ψt pode ser escrito
como

ψt = ψg + ψm (13)

A Equação de Darcy-Buckingham pode ser reescrita em termos dos potenciais acima:

−→q = −K(θ)
−→∇ψt = −K(θ)

−→∇ (ψg + ψm) (14)

Considerando o caso unidimensional (direção vertical):

−→qz = −K(θ)
∂

∂z
(ψg + ψm) k̂ = −

[
K(θ)

∂ψm

∂z
+K(θ)

∂ψg

∂z

]
k̂ (15)
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Como o potencial mátrico ψm é uma função do teor de água θ (curva de retenção de
água no solo) e θ = θ(z, t), segue que, pela regra da cadeia:

−→qz = −
[
K(θ)

∂ψm

∂θ

∂θ

∂z
+K(θ)

∂ψg

∂z

]
k̂ (16)

De acordo com [10], o produto K(θ)
∂ψm

∂θ
é chamado de coeficiente de difusão ou

simplesmente difusividade da solução no solo D(θ). Logo,

−→qz = −
[
D(θ)

∂θ

∂z
+K(θ)

∂ψg

∂z

]
k̂ (17)

Expressando o potencial gravitacional ψg em termos de energia por peso, segue que
∂ψg

∂z
= 1, uma vez que

ψg

P
=
mgz

mg
= z. Então

−→qz = −
[
D(θ)

∂θ

∂z
+K(θ)

]
k̂. (18)

Para o caso multidimensional:

−→q = −
[
D(θ)

−→∇θ +K(θ)k̂
]
, (19)

onde
∂ψg

∂x
=
∂ψg

∂y
= 0.

A Equação de Darcy-Buckingham também pode ser escrita em termos da carga hidráulica
total:

−→q = −K(hm)
−→∇ht = −K(hm)

−→∇(hm + hg) (20)

Para o caso unidimensional:

−→qz = −K(hm)
∂

∂z
(hm + hg) k̂ = −K(hm)

(
∂hm
∂z

+
∂hg
∂z

)
k̂

−→qz = −K(hm)

(
∂hm
∂z

+ 1

)
k̂ (21)

A equação de Richards pode ser obtida substituindo-se a equação de Darcy-Buckingham
na equação da continuidade. Existem três tipos distintos da equação de Richards. Con-
siderando caso unidimensional, com eixo z orientado para cima:

a) Forma mista

Substituindo (21) em (12):
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∂θ

∂t
= −−→∇ .

[
−K(hm)

(
∂hm
∂z

+ 1

)
k̂

]
=

∂

∂z

[
K(hm)

(
∂hm
∂z

+ 1

)]
∂θ

∂t
=

∂

∂z

[
K(hm)

∂hm
∂z

+K(hm)

]
(22)

Vetorialmente,

∂θ

∂t
=

−→∇ .
[
K(hm)

−→∇hm

]
+
∂K(hm)

∂z

Reescrevendo:

∂θ

∂t
−−→∇ .

[
K(hm)

−→∇hm

]
− ∂K(hm)

∂z
= 0 (23)

hm(L, t) = ht e hm(0, t) = hf

hm(z, 0) = h0

A equação 23 é a forma mista da equação de Richards, onde z [L] é a coordenada
vertical, positiva para cima , t [T ] é o tempo , hm [L] é a carga hidráulica, K(hm) [LT

−1]
é a funçāo de condutividade hidráulica, θ [L3L−3] é a umidade, h0 é a condição inicial de
umidade do solo, ht e hf são as condições de contorno no topo e no fundo da coluna de
solo. A equaçáo na forma mista gera perfis de umidade com a mesma relação entre carga
hidráulica hm e profundidade z.

b) Forma h

Segundo [10], o teor de água θ depende da carga hidráulica mátrica hm e hm = hm(z, t).
Dessa forma,

∂θ

∂t
=

∂θ

∂hm

∂hm
∂t

(24)

É sabido que

C(ψm) =
∂θ

∂ψm

. (25)

Em termos de carga hidráulica mátrica,

C(hm) =
∂θ

∂hm
. (26)

Substituindo (26) em (24) e levando a expressão resultante de
∂θ

∂t
em (23):
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C(hm)
∂hm
∂t

−−→∇ .
[
K(hm)

−→∇hm

]
− ∂K(hm)

∂z
= 0 (27)

hm(L, t) = ht e hm(0, t) = hf

hm(z, 0) = h0

A equação 27 é a equação de Richards na forma hm, onde z [L] é a coordenada vertical,
positiva para cima , t [T ] é o tempo , hm [L] é a carga hidráulica, C(hm) = ∂θ/∂hm [L−1] é
a função de capacidade de mistura espećıfica, K(hm) [LT

−1] é a funçāo de condutividade
hidráulica, θ [L3L−3] é a umidade, h0 é a condição inicial de umidade do solo, ht e hf são
as condições de contorno no topo e no fundo da coluna de solo.

c) Forma θ

A forma-θ da equação de Richards apresenta o termo de difusividade D(θ), vindo da
equação de Darcy-Buckingham. Substituindo (19) em (12):

∂θ

∂t
= −−→∇ .

{
−
[
D(θ)

−→∇θ +K(θ)k̂
]}

∂θ

∂t
=

−→∇ .D(θ)
−→∇θ +

∂K(θ)

∂z

Rearranjando,

∂θ

∂t
−−→∇ .D(θ)

−→∇θ − ∂K(θ)

∂z
= 0 (28)

A equação 28 é a equação de Richards na forma θ.
Nesta dissertação serão usadas as formas h e mista. Também, a partir daqui, hm será

considerado simplesmente como h.

3.1.2 Modelo de condutividade hidráulica

As duas funções constitutivas que aparecem na equação de Richards, θ(ψm) e K(ψm)
são necessárias para a resolução da equação. Segundo [12], os métodos dispońıveis para
determinação emṕırica da capacidade hidráulica K em solos não-saturados demandam
tempo e são caros, além de serem aplicadas hipóteses simplificadoras. Como alternativa,
existem modelos dispońıveis na literatura, como o de [1], que descreve a relação existente
entre θ e K como funções da carga hidráulica h, e que será usado neste trabalho:
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θ(h) =
α (θs − θr)

α + |h|β
+ θr (29)

e

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ , (30)

onde α, β, γ e A são constantes emṕıricas e Ks é a condutividade hidráulica do solo
saturado.

3.2 Métodos Numéricos

Segundo [11] e [12], a Equação de Richards é uma equação diferencial parcial não-
linear parabólica bastante complexa, de forma que uma solução anaĺıtica não é posśıvel
de ser obtida, já que seus parâmetros também são não-lineares. Portanto, são necessárias
aproximações numéricas para descrever o teor de água para diferentes profundidades.

Equações diferenciais parciais parabólicas podem ser resolvidas substituindo-se as de-
rivadas por diferenças divididas finitas, considerando variações no espaço e no tempo.
O domı́nio deve ser discretizado convenientemente, e deve ser escolhida a abordagem de
solução: forma expĺıcita ou impĺıcita [39].

O domı́nio (caso unidimensional) é representado de forma particionada, onde a solução
é avaliada de forma pontual. Cada ponto desse domı́nio é chamado nó, e a distância entre
eles será ∆z. Esse conjunto discreto de nós é chamado de malha.

Figura 11: Discretização espacial do domı́nio

O espaçamento ∆z pode ser calculado através da fórmula

∆z =
b− a

Np − 1
=

L

Np − 1
, (31)

onde Np é o número de nós na malha e L = b− a é o comprimento da coluna de solo.

32



3.2.1 Esquemas tradicionais

3.2.1.1 Euler impĺıcito — Picard

De acordo com o esquema proposto por [12], aplicando o método de Euler impĺıcito
como aproximação temporal em (27), segue que

Cn+1H
n+1 −Hn

∆t
−∇.Kn+1∇Hn+1 − ∂Kn+1

∂z
= 0. (32)

O método iterativo de Picard envolve estimativas sequenciais da variável desconhecida
Hn+1 usando a última estimativa de Cn+1 e Kn+1. Se m é o ńıvel de iteração, então o
esquema de Picard pode ser escrito como

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn

∆t
−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z
= 0, (33)

onde Hn denota o valor aproximado de h no n-esimo ńıvel de discretização de tempo
(t = tn), ∆t = tn+1−tn é o passo de tempo, e Cn+1 eKn+1 denotam a capacidade espećıfica
de mistura e a condutividade hidráulica avaliadas usando Hn+1, respectivamente, e a
solução é admitida conhecida no ńıvel de tempo n e desconhecida no ńıvel de tempo
n+ 1.

Reescrevendo a equação (33), vem

Cn+1,mH
n+1,m+1

∆t
− Cn+1,mH

n

∆t
−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z
= 0. (34)

Somando e subtraindo o termo Cn+1,mH
n+1,m

∆t
no primeiro membro,

Cn+1,mH
n+1,m+1

∆t
− Cn+1,mH

n

∆t
− Cn+1,mH

n+1,m

∆t
+ Cn+1,mH

n+1,m

∆t

−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z
= 0. (35)

Agrupando o primeiro e terceiro termos, e passando o segundo e quarto termos para
o segundo membro, fatorando quando conveniente, segue que

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z

= −Cn+1,mH
n+1,m −Hn

∆t
. (36)

Somando e subtraindo o termo ∇.Kn+1,m∇Hn+1,m no primeiro membro, a equação 36
fica

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
+∇.Kn+1,m∇Hn+1,m −∇.Kn+1,m∇Hn+1,m

33



−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z
= −Cn+1,mH

n+1,m −Hn

∆t
. (37)

Agrupando o segundo e quarto termos, e passando o terceiro termo para o segundo
membro, levando em conta propriedades do operador divergente, finalmente

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
−∇.Kn+1,m∇

(
Hn+1,m+1 −Hn+1,m

)
− ∂Kn+1,m

∂z

= −Cn+1,mH
n+1,m −Hn

∆t
+∇.Kn+1,m∇Hn+1,m = Rn+1,m

P , (38)

onde, de acordo com [12], o lado direito representa uma medida do quanto as equações
discretizadas não satisfazem a m-ésima estimativa de Hn+1,m, e, desta forma, Rn+1,m

P

representa o reśıduo associado ao método de Picard. Em termos de convergência, conforme
acontecem as iterações, tanto RP quanto a diferença Hn+1,m+1 − Hn+1,m se aproximam
de zero.

Em termos de discretização, retornando em (33) e reescrevendo a equação, segue que

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn

∆t
=

∂

∂z

[
Kn+1,m

(
∂Hn+1,m+1

∂z
+ 1

)]
(39)

Fazendo w = Kn+1,m

(
∂Hn+1,m+1

∂z
+ 1

)
, é posśıvel aproximar ∂w

∂z
por diferenças divi-

didas centradas, considerando nós intermediários entre zi−1, zi e zi+1, ou seja, zi− 1
2
e zi+ 1

2
,

truncando o erro cometido.

Figura 12: Discretização espacial do domı́nio com nós intermediários

Portanto,

∂w

∂z

∣∣∣∣
i

≈
w|i+ 1

2
− w|i− 1

2

2
(
∆z
2

) ≈
w|i+ 1

2
− w|i− 1

2

∆z
. (40)
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Então,

w|i+ 1
2
≈ Kn+1,m

(
∂Hn+1,m+1

∂z
+ 1

)∣∣∣∣
i+ 1

2

w|i+ 1
2
≈ Kn+1,m

i+ 1
2

Hn+1,m+1
i+1 −Hn+1,m+1

i

∆z
+Kn+1,m

i+ 1
2

(41)

Também,

w|i− 1
2
≈ Kn+1,m

(
∂Hn+1,m+1

∂z
+ 1

)∣∣∣∣
i− 1

2

w|i− 1
2
≈ Kn+1,m

i− 1
2

Hn+1,m+1
i −Hn+1,m+1

i−1

∆z
+Kn+1,m

i− 1
2

(42)

Substituindo (41) e (42) em (40), tem-se a discretização de ∂w
∂z

por diferenças divididas
centradas.

∂w

∂z

∣∣∣∣
i

≈
Kn+1,m

i+ 1
2

(
Hn+1,m+1

i+1 −Hn+1,m+1
i

)
−Kn+1,m

i− 1
2

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m+1
i−1

)
(∆z)2

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
(43)

Substituindo (43) em (39),

Cn+1,m
i

Hn+1,m+1
i −Hn

i

∆t
=

Kn+1,m

i+ 1
2

(
Hn+1,m+1

i+1 −Hn+1,m+1
i

)
−Kn+1,m

i− 1
2

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m+1
i−1

)
(∆z)2

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
(44)

De acordo com [12], δmi = Hn+1,m+1
i − Hn+1,m

i representa a variável dependente do
sistema a ser resolvido. Através de rearranjos e manipulações algébricas, a aproximação
por diferenças finitas é

Cn+1,m
i

δmi
∆t

− 1

(∆z)2

[
Kn+1,m

i+ 1
2

(δmi+1 − δmi )−Kn+1,m

i− 1
2

(δmi − δmi−1)
]
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=
1

(∆z)2

[
Kn+1,m

i+ 1
2

(Hn+1,m
i+1 −Hn+1,m

i )−Kn+1,m

i− 1
2

(Hn+1,m
i −Hn+1,m

i−1 )
]

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
− Cn+1,m

i

Hn+1,m
i −Hn

i

∆t
= (Rn+1,m

i )RDF , (45)

onde o lado direito da equação anterior é agora uma medida do quanto a m-ésima iteração
falha em satisfazer a aproximação por diferenças finitas. O reśıduo (Rn+1,m

i )RDF é uma
medida do erro para a aproximação espacial por diferenças finitas acoplada com o método
de Picard.

Ainda, pela equação anterior, a aproximação por diferenças finitas distribui espacial-
mente a aproximação temporal em somente um nodo zi (avalia a derivada temporal em
zi). Também, Ki± 1

2
é definido como a média aritmética entre Ki e Ki±1, sendo bastante

utilizada na literatura [12].
Para cada passo no tempo, um sistema de equações tridiagonal é resolvido iterativa-

mente, onde

di =
Cn+1,m

i

∆t
+

1

(∆z)2

(
Kn+1,m

i− 1
2

+Kn+1,m

i+ 1
2

)
, (46)

ui = − 1

(∆z)2
Kn+1,m

i+ 1
2

, (47)

li = − 1

(∆z)2
Kn+1,m

i− 1
2

, (48)

vi = (Rn+1,m
i )RDF (49)

são, respectivamente, as diagonais principal, superior e inferior da matriz do problema, e
vi é o vetor independente do sistema a ser resolvido, para i = 1, 2, 3, ..., Np.

3.2.1.2 Euler impĺıcito — Picard modificado

De acordo com o esquema também proposto por [12], aplicando o método de Euler
impĺıcito como aproximação temporal em (23), segue que

θn+1 − θn

∆t
−∇.Kn+1∇Hn+1 − ∂Kn+1

∂z
= 0. (50)

O esquema iterativo de Picard modificado envolve estimativas sequenciais da variável
desconhecidaHn+1 usando a última estimativa de Cn+1 eKn+1. Sem é o ńıvel de iteração,
então o método de Picard modificado pode ser escrito como

θn+1,m+1 − θn

∆t
−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂Kn+1,m

∂z
= 0, (51)

onde Hn denota o valor aproximado de h no n-esimo ńıvel de discretização de tempo
(t = tn), ∆t = tn+1−tn é o passo de tempo, e Cn+1 eKn+1 denotam a capacidade espećıfica
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de mistura e a condutividade hidráulica avaliadas usando Hn+1, respectivamente, e a
solução é admitida conhecida no ńıvel de tempo n e desconhecida no ńıvel de tempo
n+ 1.

Expandindo θn+1,m+1 em uma série de Taylor com respeito a H, ao redor de Hn+1,m,
desconsiderando todos os termos de ordem maior ou igual a 2, truncando o erro, segue
que

θn+1,m+1 ≈ θn+1,m +
∂θ

∂h

∣∣∣∣n+1,m (
Hn+1,m+1 −Hn+1,m

)
. (52)

Substituindo (52) em (51),

1

∆t

[
θn+1,m +

∂θ

∂h

∣∣∣∣n+1,m (
Hn+1,m+1 −Hn+1,m

)]
− θn

∆t

−∇ · kn+1,m∇Hn+1,m+1 − ∂kn+1,m

∂z
= 0. (53)

De (26), reescrevendo, vem

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
+
θn+1,m − θn

∆t
−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1

− ∂Kn+1,m

∂z
= 0. (54)

Levando o segundo e o quarto termos para o outro lado da igualdade, somando e
subtraindo o termo ∇.Kn+1,m∇Hn+1,m no primeiro membro de (54),

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
+∇.Kn+1,m∇Hn+1,m −∇.Kn+1,m∇Hn+1,m

−∇.Kn+1,m∇Hn+1,m+1 =
∂Kn+1,m

∂z
− θn+1,m − θn

∆t
. (55)

Agrupando o segundo e quarto termos, e levando o terceiro termo para o outro membro,

Cn+1,mH
n+1,m+1 −Hn+1,m

∆t
−∇.Kn+1,m∇

(
Hn+1,m+1 −Hn+1,m

)
= ∇.Kn+1,m∇Hn+1,m +

∂Kn+1,m

∂z
− θn+1,m − θn

∆t
. (56)

Assim como no método de Picard, é posśıvel reescrever a equação anterior em função
do incremento na iteração δm = Hn+1,m+1−Hn+1,m, gerando, assim, o esquema de Picard
modificado proposto por [12].

Cn+1,m δ
m

∆t
−∇.Kn+1,m∇δm = ∇.Kn+1,m∇Hn+1,m +

∂Kn+1,m

∂z
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− θn+1,m − θn

∆t
. (57)

Em relação à discretização espacial, a equação 51 pode ser rearranjada como segue,

θn+1,m+1 − θn

∆t
=

∂

∂z

[
Kn+1,m

(
∂Hn+1,m+1

∂z
+ 1

)]
(58)

É evidente a equivalência entre os segundos membros de (58) e (39). Portanto, fazendo
as mesmas considerações da subseção anterior, levando (43) em (58), a discretização por
diferenças divididas centradas fica

θn+1,m+1
i − θni

∆t
=

Kn+1,m

i+ 1
2

(
Hn+1,m+1

i+1 −Hn+1,m+1
i

)
−Kn+1,m

i− 1
2

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m+1
i−1

)
(∆z)2

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
(59)

Levando (52) em (59),

1

∆t

[
θn+1,m
i +

∂θ

∂h

∣∣∣∣n+1,m

i

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m
i

)]
− θni

∆t
=

Kn+1,m

i+ 1
2

(
Hn+1,m+1

i+1 −Hn+1,m+1
i

)
−Kn+1,m

i− 1
2

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m+1
i−1

)
(∆z)2

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
(60)

Substituindo (26) na equação anterior e reorganizando termos,

Cn+1,m
i

Hn+1,m+1
i −Hn+1,m

i

∆t
=

Kn+1,m

i+ 1
2

(
Hn+1,m+1

i+1 −Hn+1,m+1
i

)
−Kn+1,m

i− 1
2

(
Hn+1,m+1

i −Hn+1,m+1
i−1

)
(∆z)2

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
− θn+1,m

i − θni
∆t

(61)

Assim como na subseção anterior, segundo [12], δmi = Hn+1,m+1
i −Hn+1,m

i representa
a variável dependente do sistema a ser resolvido. Através de rearranjos e manipulações
algébricas, a aproximação por diferenças finitas é
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Cn+1,m
i

δmi
∆t

− 1

(∆z)2

[
Kn+1,m

i+ 1
2

(δmi+1 − δmi )−Kn+1,m

i− 1
2

(δmi − δmi−1)
]

=
1

(∆z)2

[
Kn+1,m

i+ 1
2

(Hn+1,m
i+1 −Hn+1,m

i )−Kn+1,m

i− 1
2

(Hn+1,m
i −Hn+1,m

i−1 )
]

+
Kn+1,m

i+ 1
2

−Kn+1,m

i− 1
2

∆z
− θn+1,m

i − θni
∆t

= (Rn+1,m
i )RDFPM , (62)

onde o lado direito da equação anterior mensura quanto a m-ésima iteração falha em
satisfazer a aproximação por diferenças finitas.

O reśıduo (Rn+1,m
i )RDFPM é uma medida do erro para a aproximação espacial por dife-

renças finitas acoplada com o método de Picard modificado. Em termos de convergência,
conforme acontecem as iterações, tanto RPM quanto a diferença Hn+1,m+1 − Hn+1,m se
aproximam de zero.

Assim como na subseção anterior, a aproximação por diferenças finitas distribui espa-
cialmente a aproximação temporal em somente um nodo zi (avaliando a derivada temporal
em zi). Em adição, [12] define Ki± 1

2
como a média aritmética entre Ki e Ki±1.

Para cada passo no tempo, um sistema de equações tridiagonal é resolvido iterativa-
mente, onde

di =
Cn+1,m

i

∆t
+

1

(∆z)2

(
Kn+1,m

i− 1
2

+Kn+1,m

i+ 1
2

)
, (63)

ui = − 1

(∆z)2
Kn+1,m

i+ 1
2

, (64)

li = − 1

(∆z)2
Kn+1,m

i− 1
2

, (65)

vi = (Rn+1,m
i )RDFPM (66)

são, respectivamente, as diagonais principal, superior e inferior da matriz do problema, e
vi é o vetor independente do sistema a ser resolvido, para i = 1, 2, 3, ..., Np.

É importante pontuar que, de acordo com [12], o esquema em diferenças finitas aco-
plado com o método de Picard não goza da propriedade de conservação de massa, e isto
ocorre devido à presença de um produto entre a função não linear C e uma aproximação
temporal de derivada em (45). Tal efeito se torna mais pronunciado conforme o passo
de tempo ∆t aumenta. Por outro lado, o esquema iterativo de Picard modificado possui
perfeita conservação de massa para diferentes passos de tempo, já que, por inspeção, como
as equações (45) e (62) não são exatamente iguais, segue que em (62) não há a função
C multiplicando a aproximação temporal de derivada. Entretanto, boa conservação de
massa não garante soluções monotônicas e bons resultados numéricos. Desta forma, a
equação de Richards na forma h tende a ser mais utilizada [40].
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3.2.1.3 Euler impĺıcito — Newton-Raphson

Seguindo inicialmente o esquema proposto por [12], aplicando o método de Euler
impĺıcito como aproximação temporal em (27), segue que

Cn+1H
n+1 −Hn

∆t
−∇.Kn+1∇Hn+1 − ∂Kn+1

∂z
= 0, (67)

onde Hn denota o valor aproximado de h no n-esimo ńıvel de discretização de tempo
(t = tn), ∆t = tn+1−tn é o passo de tempo, e Cn+1 eKn+1 denotam a capacidade espećıfica
de mistura e a condutividade hidráulica avaliadas usando Hn+1, respectivamente, e a
solução é admitida conhecida no ńıvel de tempo n e desconhecida no ńıvel de tempo
n+ 1. Reescrevendo,

Cn+1H
n+1 −Hn

∆t
=

∂

∂z

[
Kn+1

(
∂Hn+1

∂z
+ 1

)]
. (68)

Apesar da semelhança entre (68) e (39), nesta subseção a discretização será feita de

forma diferente. Fazendo yi ≈ Kn+1
i

(
Hn+1

i+1 −Hn+1
i−1

2∆z
+ 1

)
, é posśıvel aproximar ∂yi

∂z
por

diferenças divididas centradas, considerando os nós zi±1, truncando o erro cometido.

∂yi
∂z

≈ yi|i+1 − yi|i−1

2∆z
. (69)

Então,

yi|i+1 ≈ Kn+1
i

(
Hn+1

i+1 −Hn+1
i−1

2∆z
+ 1

)∣∣∣∣
i+1

yi|i+1 ≈ Kn+1
i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

2∆z
+ 1

)
. (70)

Figura 13: Discretização espacial para o método de Newton-Raphson
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Também,

yi|i−1 ≈ Kn+1
i

(
Hn+1

i+1 −Hn+1
i−1

2∆z
+ 1

)∣∣∣∣
i−1

yi|i−1 ≈ Kn+1
i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

2∆z
+ 1

)
. (71)

Substituindo (70) e (71) em (69),

∂yi
∂z

≈
Kn+1

i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

2∆z
+ 1

)
−Kn+1

i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

2∆z
+ 1

)
2∆z

. (72)

Reorganizando, segue que

∂yi
∂z

≈ Kn+1
i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

)
−Kn+1

i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

)
4(∆z)2

+
Kn+1

i+1 −Kn+1
i−1

2∆z
. (73)

Levando (73) em (68),

Cn+1
i

Hn+1
i −Hn

i

∆t
=

Kn+1
i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

)
−Kn+1

i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

)
4(∆z)2

+
Kn+1

i+1 −Kn+1
i−1

2∆z
. (74)

A equação (74) pode ser reescrita como

Cn+1
i

(
Hn+1

i −Hn
i

)
− ∆t

4(∆z)2
[
Kn+1

i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

)
−Kn+1

i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

)]
− ∆t

2∆z

[
Kn+1

i+1 −Kn+1
i−1

]
= 0. (75)

É posśıvel perceber que a equação discretizada 75 está escrita na forma F⃗ = 0, onde
F⃗ = F⃗

(
Hn+1

i−2 , H
n+1
i−1 , H

n+1
i , Hn+1

i+1 , H
n+1
i+2

)
. Para o esquema iterativo de Newton-Raphson,

é necessário definir a matriz Jacobiana J , que nesta formulação é pentadiagonal, onde
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∂F⃗

∂Hn+1
i−2

= − ∆t

4(∆z)2
Kn+1

i−1 , (76)

∂F⃗

∂Hn+1
i−1

=
∆t

2∆z

∂Kn+1
i−1

∂Hn+1
i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

2∆z
+ 1

)
, (77)

∂F⃗

∂Hn+1
i

=
∂Cn+1

i

∂Hn+1
i

(
Hn+1

i −Hn
i

)
+ Cn+1

i +
∆t

4(∆z)2
(
Kn+1

i+1 +Kn+1
i−1

)
, (78)

∂F⃗

∂Hn+1
i+1

= − ∆t

2∆z

∂Kn+1
i+1

∂Hn+1
i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

2∆z
+ 1

)
, (79)

∂F⃗

∂Hn+1
i+2

= − ∆t

4(∆z)2
Kn+1

i+1 (80)

são, respectivamente, as duas diagonais inferiores, a diagonal principal e as duas superi-
ores.

Para computar a matriz Jacobiana, são necessárias as expressões das derivadas das
funções não lineares C e K. De acordo com [41], quando se trabalha com solos não
saturados, a carga hidráulica h assume valores negativos, e cresce conforme o conteúdo
de água θ aumenta. Portanto, a partir de (26), (29) e (30),

∂C

∂h
= αβ (θs − θr) (−h)β−2

(β − 1)
[
α + (−h)β

]
− 2β(−h)β[

α + (−h)β
]3

 (81)

e

∂K

∂h
=
KsAγ(−h)γ−1

[A+ (−h)γ]2
. (82)

Para cada passo de tempo, dado um chute inicial H0, um sistema pentadiagonal da
forma

J (Hm)∆H = −F⃗ (Hm) (83)

é resolvido iterativamente, sendo m = 0, 1, 2, ... o ńıvel de iteração, e ∆H = Hm+1 −Hm

o incremento na iteração, donde Hm+1 = Hm + ∆H, e o novo chute será H0 = Hm+1.
Quando houver convergência, segue queHn+1 = Hm+1, e conforme acontecem as iterações,
tanto a diferença Hn+1,m+1 −Hn+1,m quanto F⃗ se aproximam de zero.

O esquema iterativo de Newton-Raphson tem convergência quadrática, requerendo um
número pequeno de iterações para produzir uma solução numérica de qualidade. Entre-
tanto, método é localmente convergente, o que quer dizer que o chute inicial H0 deve ser
suficientemente próximo da solução, pois caso contrário, ele diverge [42].
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3.2.2 Metodologia Dual-Time Stepping (DTS)

A partir de (68) e usando as mesmas considerações para a discretização do termo
espacial que constam na subseção 3.2.1.3, vem

Cn+1
i

Hn+1
i −Hn

i

∆t
= F n+1

i

≡ Kn+1
i+1

(
Hn+1

i+2 −Hn+1
i

)
−Kn+1

i−1

(
Hn+1

i −Hn+1
i−2

)
4(∆z)2

+
Kn+1

i+1 −Kn+1
i−1

2∆z
, (84)

onde F n+1
i pode ser entendido como o fluxo hidráulico.

Reearranjando,

Hn+1
i −Hn

i

∆t
=
F n+1
i

Cn+1
i

. (85)

O método numérico de marcha dupla (DTS) consiste na adição de um termo pseudo-
transiente em (85). Tal termo é uma derivada no pseudotempo τ , que pode ser visto como
um tempo arbitrário, imaginário, de convergência, não possuindo significado f́ısico. Para
cada tempo f́ısico t, o problema é resolvido iterativamente no pseudotempo τ , funcionando
como uma técnica de linearização das equações discretizadas [13]. Isto é,

Hn+1
i −Hn

i

∆t
+
∂h

∂τ
=

1

Cn+1
i

[
λF (Hn+1

i ) + (1− λ)F (Hn
i )
]
, (86)

onde λ é o parâmetro de controle do esquema transiente a ser empregado, ou seja, quando
λ = 1 tem-se o método de Euler impĺıcito no tempo, para λ = 1/2 o esquema de Crank-
Nicolson é aplicado, e com λ = 0 o método de Euler expĺıcito é adotado (nesta dissertação,
não será trabalhado o esquema com λ = 0 no tempo f́ısico). De fato, quando ∂h

∂τ
tende

para zero, recupera-se a equação original. Portanto, para cada passo no tempo f́ısico, a
versão discretizada da equação de Richards é iterada no pseudotempo até a derivada ∂h

∂τ

ser reduzida na magnitude de um erro arbitrário próximo de zero. Isolando a derivada no
pseudotempo em (86),

∂h

∂τ
=

1

Cn+1
i

[
λF (Hn+1

i ) + (1− λ)F (Hn
i )
]
− Hn+1

i −Hn
i

∆t
. (87)

Quando o regime permanente é atingido no pseudotempo, a derivada ∂h
∂τ

converge para
zero. Ou seja, quando p → ∞, segue que n → n + 1 e Hp → Hn+1, retornando, assim,
à equação discretizada original. Em outras palavras, conforme o processo iterativo no
pseudotempo ocorre, a diferença entre Hp+1 e Hp se aproxima de zero e, portanto, Hp é
usado como novo chute no próximo ńıvel de tempo f́ısico n + 1, o que quer dizer que a
solução da iteração no tempo f́ısico n+ 1 é aproximada pela iteração no pseudotempo p.
Aplicando a aproximação mencionada e esquemas expĺıcitos no termo pseudotransiente
(∂h
∂τ
) na equação 87, obtém-se um método iterativo de linearização sem o custo adicional

de um sistema matricial acoplado:
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Hp+1
i = Hp

i +∆τ

{
1

Cp
i

[λF (Hp
i ) + (1− λ)F (Hn

i )]−
Hp

i −Hn
i

∆t

}
. (88)

Analisando (88), é posśıvel perceber que Hp+1
i (desconhecido) é dado em termos de

Hp
i , F (H

p
i ), C

p
i , F (H

n
i ) e Hn

i (conhecidos). Para cada passo de tempo transiente t, é
resolvido no pseudotempo τ um problema em estado estacionário. É necessário fazer
convergir esse problema de pseudotempo em cada tempo f́ısico. As iterações são feitas
até que a equação pare de variar [34].

Esta metodologia transforma artificialmente um sistema de equações em apenas uma
equação linearizada expĺıcita, sendo resolvida de forma mais fácil. Desta forma, do ponto
de vista computacional por iteração, é esperado que a equação discretizada seja resolvida
mais rapidamente, quando se compara com sistemas de equações tradicionais [43]. A
linearização é feita através da convergência do processo iterativo no pseudotempo. Como
critério de parada, adota-se |Hp+1 −Hp|< ε, onde ε é uma tolerância pré-fixada.

3.2.2.1 Método de Euler expĺıcito no pseudotempo

Se for considerado λ = 1 em (87), os métodos de Euler impĺıcito e Euler expĺıcito serão
adotados como aproximações no tempo e no pseudotempo, respectivamente, e o esquema
em questão fica

Hp+1
i = Hp

i +∆τ

[
F (Hp

i )

Cp
i

− Hp
i −Hn

i

∆t

]
, (89)

Por outro lado, se λ = 1/2 na equação 87, serão empregados, respectivamente, os
métodos de Crank-Nicolson e Euler expĺıcito como aproximações no tempo e no pseudo-
tempo, a saber

Hp+1
i = Hp

i +∆τ

{
1

2Cp
i

[F (Hp
i ) + F (Hn

i )]−
Hp

i −Hn
i

∆t

}
. (90)

Ou seja, para o método de Crank-Nicolson, a derivada no espaço é determinada no ponto
médio, bastando para isto tomar a média da aproximação por diferenças centradas no
ińıcio e no final do incremento de tempo.

Figura 14: Molécula computacional para o método de Crank-Nicolson. Fonte: [39]
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3.2.2.2 Método RK4 expĺıcito no pseudotempo

Partindo-se de (87) com λ = 1 e considerando o segundo membro como G
(
Hn

i , H
n+1
i

)
,

tem-se o esquema baseado nos métodos de Euler impĺıcito e Runge-Kutta de 4a ordem
expĺıcito como aproximações no tempo e no pseudotempo, respectivamente:

Hp+1
i = Hp

i +
∆τ

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (91)

em que

k1 = G (Hn
i , H

p
i ) (92)

k2 = G

(
Hn

i +
1

2
∆τ,Hp

i +
1

2
k1∆τ

)
(93)

k3 = G

(
Hn

i +
1

2
∆τ,Hp

i +
1

2
k2∆τ

)
(94)

k4 = G (Hn
i +∆τ,Hp

i + k3∆τ) (95)

onde p é o ńıvel de pseudotempo τ e k1, k2, k3 e k4 são as inclinações calculadas em vários
pontos no intervalo [Hp, Hp+1].

Já se λ = 1/2 em (87) e fazendo o segundo membro como N
(
Hn

i , H
n+1
i

)
, chega-se

no esquema em que se tem os métodos de Crank-Nicolson e Runge-Kutta de 4a ordem
expĺıcito como aproximações no tempo e no pseudotempo, respectivamente, como segue:

Hp+1
i = Hp

i +
∆τ

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (96)

em que

k1 = N (Hn
i , H

p
i ) (97)

k2 = N

(
Hn

i +
1

2
∆τ,Hp

i +
1

2
k1∆τ

)
(98)

k3 = N

(
Hn

i +
1

2
∆τ,Hp

i +
1

2
k2∆τ

)
(99)

k4 = N (Hn
i +∆τ,Hp

i + k3∆τ) (100)
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CAPÍTULO IV

RESULTADOS

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados numéricos dos seguintes esquemas:
método de Euler impĺıcito — Picard (EI-P), Euler impĺıcito — Picard modificado (EI-
PM), Euler impĺıcito — Newton-Raphson (EI-NR), Euler impĺıcito — Euler expĺıcito
(EI-EE), Euler impĺıcito — Runge-Kutta de 4a ordem (EI-RK4), Crank-Nicolson — Eu-
ler expĺıcito (CN-EE) e Crank-Nicolson — Runge-Kutta de 4a ordem (CN-RK4) como
aproximações no tempo f́ısico e técnica de linearização das equações. Os três primeiros
esquemas se referem às metodologias tradicionais, enquanto que os esquemas DTS são os
quatro últimos.

Para ser posśıvel a simulação, foram necessários os parâmetros do solo, além das
condições iniciais e de contorno.

Tabela 1: Parâmetros do solo, condições de contorno e inicial de [1]

α θs θr β Ks
∗ A γ L∗∗ h0

∗∗ ht
∗∗ hf

∗∗

1,611.106 0,287 0,075 3,96 0,00944 1,175.106 4,74 40 -61,5 -20,7 -61,5

Nota: * A unidade de medida é dada em cm/s
Nota: ** As unidades de medidas são dadas em cm

De acordo com a Tabela 1, segue que α, θs, θr, β, Ks, A e γ são parâmetros que se
traduzem como propriedades do solo. Também, L é a profundidade da coluna de solo,
h0 é a condição inicial de umidade (ou ńıvel de saturação), ht e hf são as condições de
contorno no topo e no fundo da coluna, respectivamente. O tempo de simulação foi de
360 segundos.

As simulações para os diferentes esquemas foram avaliadas de forma qualitativa, através
de um software que captura os pontos das figuras contendo as soluções obtidas por [12],
e em seguida foi feita uma comparação com os resultados obtidos neste trabalho.

Foram escolhidos sete casos a serem estudados, que variam entre si com respeito ao
espaçamento da malha ∆z, passo de tempo f́ısico ∆t e ńıvel de saturação do solo h0. Tais
casos foram catalogados de forma simplificada na Tabela 1, que resume uma fração do
estudo. Nesta dissertação, para os sete casos que corroboram a discussão, são mostrados
os gráficos de número de iterações por passo de tempo f́ısico, além da solução do problema
e decaimento do erro à ńıvel de precisão de máquina para o primeiro passo de tempo f́ısico.
Entretanto, nos Anexos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 constam inúmeros outros estudos, com o total
de iterações para outras combinações de parâmetros numéricos, de onde os sete casos
trabalhados foram selecionados.

Cada esquema numérico foi separado em uma subseção, onde são mostrados os casos
em que houve convergência, além de discussões sobre a qualidade das soluções, número de
iterações e decaimento do erro. Em seguida, cada caso foi separado em uma subseção, e foi
aplicado cada um dos sete esquemas discretos, com o objetivo de avaliar a competitividade
e a viabilidade em produzir as soluções.

Em adição, foi feito um estudo prévio do passo no pseudotempo ∆τ a ser adotado
nas metodologias DTS, com o objetivo de encontrar o ∆τ ótimo que minimiza o total de
iterações, para cada conjunto h0, ∆z e ∆t.
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Para as soluções simuladas e o número de iterações para o processo de convergência,
o critério de parada adotado foi uma tolerância de 10−8. Para a análise do erro, foi
considerado um número máximo de iterações (200) para o primeiro passo de tempo f́ısico.
Tais figuras traduzem a facilidade ou dificuldade na qual os esquemas conseguem lidar
com o gradiente de umidade no ińıcio da infiltração. Em outras palavras, foram feitas
análises das taxas de convergência para o primeiro passo de tempo f́ısico, com o objetivo
de verificar o número de iterações mı́nimo para que o erro decaia a ńıvel de precisão de
máquina no ińıcio da infiltração. O cálculo do erro foi feito considerando o máximo entre
as normas infinitas da carga hidráulica e do reśıduo em relação à iteração anterior.

A avaliação do esforço computacional foi feita majoritariamente pelo total de iterações,
não sendo posśıvel fazer comparações em termos de tempo computacional objetivamente,
pois os códigos implementados para as metodologias DTS foram escritos de forma dife-
rente daqueles códigos referentes aos esquemas tradicionais. Para os métodos expĺıcitos
no pseudotempo, são empregados módulos, o que alteram a velocidade de execução dos
códigos, aumentando, consequentemente, o tempo computacional. Já para os esquemas
tradicionais, os códigos estão, cada um, implementados em um único script. Portanto,
a forma de avaliar os custos computacionais está diretamente relacionada ao total de
iterações após 360 segundos de infiltração, levando-se em consideração que os esquemas
DTS são expĺıcitos, e que os esquemas tradicionais são resolvidos através de sistemas
impĺıcitos. Apesar disso, os tempos computacionais para os sete casos foram catalogados
como forma subjetiva de comparar o esforço computacional.
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4.1 Validação das Simulações e Apresentação dos Casos

Com a finalidade de validar as simulações, as soluções geradas para cada um dos sete
esquemas foram comparadas com aquelas reportadas por [12], considerando-se, em todas
as situações, espaçamento de malha ∆z = 1 cm, ńıvel de saturação h0 = −61, 5 cm,
condições de contorno ht = −20, 7 cm e hf = −61, 5 cm, tempo de simulação de 360
segundos, para vários passos de tempo ∆t.

Os pontos da soluções de [12] foram capturados por um software, onde as escalas
dos eixos horizontal e vertical foram definidos. Tal estratégia foi adotada pois os au-
tores do artigo não disponibilizaram os códigos de forma pública, não sendo posśıvel,
portanto, aplicar nenhuma métrica para avaliar os desvios entre as soluções reportadas e
as simulações aqui feitas. Com isto, a avaliação é qualitativa.

De acordo com as Figuras 15(a), (b), (c), (d), (e), (f) e (g), que representam os
perfis de carga hidráulica do solo em função da profundidade, nas situações em que houve
convergência, as soluções conseguiram capturar os pontos dos perfis de umidade gerados
por [12], o que demonstra a viabilidade das simulações em descrever o movimento da água
com os parâmetros dados, para diferentes passos de tempo ∆t.

A seguir, a Tabela 2 mostra os sete casos que serão discutidos neste trabalho, repre-
sentando uma fração do estudo que foi feito. Nela constam os diferentes espaçamentos de
malha ∆z, passos de tempo f́ısico ∆t, ńıveis de saturação h0 e condições de contorno no
fundo (hf ) e no topo (ht) da coluna de solo que foram trabalhados.

Tabela 2: Condições dos problemas e parâmetros numéricos das simulações

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7
h0

∗ -61,5 -61,5 -61,5 -200 -400 -400 -400
ht

∗ -20,7 -20,7 -20,7 -20,7 -20,7 -20,7 -20,7
hf

∗ -61,5 -61,5 -61,5 -200 -400 -400 -400
∆t∗∗ 0,25 0,25 1 1 0,001 0,001 1
∆z∗ 0,5 1 1 1 0,5 1 1

Nota: * As unidades de medidas são dadas em cm
Nota: ** A unidade de medida é dada em s

Os conjuntos de parâmetros dos sete casos foram propositalmente selecionados, pois
possuem valores estratégicos que indicam influências importantes na modelagem ma-
temática da infiltração h́ıdrica transiente em meios porosos, apresentando entre si, va-
riações importantes no passo de tempo f́ısico, ńıvel de saturação e espaçamento de malha.
Tais variações se refletem, portanto, nos resultados das análises numéricas.

Nos Anexos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 constam várias outras simulações, com o total de
iterações para outras combinações de parâmetros numéricos e ńıveis de saturação, de
onde os sete casos abordados foram selecionados, para cada um dos sete esquemas.
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Figura 15: Validação das simulações para os esquemas discretos
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4.2 Esquemas Tradicionais

Nesta seção, são apresentadas análises da eficiência dos esquemas tradicionais EI—P,
EI—PM e EI—NR.

4.2.1 EI — P

Segundo a Figura 16(a), os casos em que houve convergência foram aqueles envolvendo
o maior ńıvel de saturação de solo (1, 2 e 3). Foi evidenciado que o método de Picard é
muito ŕıgido, pois quando se considera o conjunto de parâmetros dos casos 4, 5, 6 e 7, não
houve convergência. Apesar disto, não é correto afirmar que este esquema não funciona
para simular a infiltração em solos mais secos, pois de acordo com as tabelas do Anexo 1,
foi posśıvel obter soluções numéricas com outros conjuntos de parâmetros.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

−60

−50

−40

−30

−20

−10

PROFUNDIDADE (CM)

C
A
R
G
A

H
ID

R
Á
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Figura 16: Simulações para o esquema EI—P

De fato, para outras situações envolvendo solos com ńıveis de saturação intermediários,
foi posśıvel gerar soluções para h0 = -200 e -400 cm para pequenos ∆t. Ainda, para o ńıvel
de saturação h0 = -400 cm, houve convergência para 21 pontos na malha, indicando que
existe uma grande influência do gradiente de umidade no ińıcio da infiltração conforme o
ńıvel de saturação diminui, onerando gradativamente o processo iterativo. Também, em
tais situações, os problemas de conservação de massa inerentes à forma h da equação de
Richards se tornam mais pronunciados.
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Em termos do número de iterações por passo de tempo f́ısico, o gráfico da Figura
16(b) mostra que o melhor resultado foi obtido no caso 2, que trabalha com o menor
passo de tempo e com menos pontos na malha, tornando o gradiente de umidade no ińıcio
da infiltração menos ı́ngreme, o que também explica a taxa de convergência melhor do
caso 2 em relação ao casos 1 e 3.

No que se refere ao decaimento do erro para o primeiro passo de tempo (Figura 16(c)),
foi observado que quanto menores forem o número de pontos na malha e o passo de tempo,
maior é a taxa de convergência, e mais uma vez o caso 2 apresentou os melhores resultados.

Os custos computacionais para o esquema EI—P são mostrados na Tabela 3. Foi
observado que o menor tempo computacional está atrelado ao caso 3, que trabalha com
o menor número de pontos na malha e o maior passo de tempo, e mesmo pode ser dito
sobre o caso 3 no tocante ao total de iterações, não sendo percebidos valores discrepantes
em nenhum dos casos trabalhados.

Tabela 3: Esforço computacional para o esquema EI—P.

Esforço computacional — Esquema 1 (EI—P)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 8811 7467 2696 — — — —
Tempo computacional (s) 0,86 0,48 0,17 — — — —

4.2.2 EI — PM

A diferença entre os métodos de Picard e Picard modificado é que o primeiro é aplicado
à equação de Richards na forma h, avaliando a carga hidráulica (que é uma medida indireta
de umidade) para diferentes profundidades em diversos instantes de tempo, enquanto que
o método de Picard modificado está associado à equação de Richards na forma mista,
que é uma mistura entre as formas h e θ, avaliando em cada instante a umidade θ em
diferentes profundidades.

Em adição, inspecionando (45), é posśıvel perceber a presença do produto da função
de capacidade de umidade espećıfica C(h), que é não-linear, por uma aproximação de
derivada. Tal produto é a fonte da não conservação de massa inerente à equação de
Richards na forma h, ao passo que na forma mista a conservação de massa é perfeita, pois
não apresenta este produto, fazendo com que as taxas de convergência para o primeiro
passo de tempo sejam melhores, tanto para os sete casos presentes na Tabela 1, quanto
para outros conjuntos de parâmetros presentes nas três tabelas do Anexo 2, hão havendo
nenhuma situação em que o esquema EI—PM não tenha apresentado convergência.

Em termos dos custos computacionais indicados na Tabela 4, os resultados obtidos
para os casos 1, 2 e 3 são muito semelhantes em relação ao esquema EI—P no que se refere
ao total de iterações. O mesmo pode ser dito quando se compara outras configurações
de parâmetros com ńıvel de saturação h0 = −61, 5cm presentes na primeira tabela dos
Anexos 1 e 2.

Ainda na Tabela 4, mantendo-se o passo de tempo e o espaçamento da malha constan-
tes, conforme o solo se torna gradativamente mais seco (casos 4 e 7), o esforço computaci-
onal variou muito pouco, mostrando que o método de Picard modificado lida muito bem
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Figura 17: Simulações para o esquema EI—PM

Tabela 4: Esforço computacional para o esquema EI—PM.

Esforço computacional — Esquema 2 (EI—PM)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 8801 7458 2666 2803 1087135 1083202 2922
Tempo computacional (s) 1,17 0,66 0,20 0,28 170,75 97 0,31

com o problema do gradiente de umidade no ińıcio da infiltração, prevendo de forma acu-
rada a umidade em diferentes profundidades, se valendo da propriedade de conservação
de massa.

Conclusões semelhantes são válidas em relação ao número de iterações em funçao dos
tempos f́ısicos. A Figura 17(b) mostra que no ińıcio do processo de infiltração o número de
iterações não ultrapassou 10 unidades, mesmo para o caso com menor ńıvel de saturação
e maior quantidade de pontos na malha. Em todos os casos, as curvas de iterações se
estabilizaram para valores menores ou iguais àqueles do método de Picard.

Analisando o decaimento do erro para o primeiro passo de tempo f́ısico pela Figura
17(c), mesmo nos menores ńıveis de saturação de solo e com mais pontos na malha, as
taxas de convergência são superiores às do esquema EI—P, necessitando de 30 iterações
ou menos para o erro chegar à nivel de precisão de máquina. As soluções tornam-se menos
precisas conforme aumenta-se o ńıvel de saturação. Já para a condição de solo mais úmido,
os casos 1, 2 e 3 apresentaram as soluções mais precisas. É importante pontuar que os
casos 4 e 7 apresentaram taxas de convergência ligeiramente piores, já que o passo de
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tempo em tais situações são maiores.

4.2.3 EI — NR

A Figura 18(a) indica que dentre os casos selecionados, o método de Newton-Raphson
não foi capaz de gerar soluções para aqueles com menor ńıvel de saturação, já que ape-
sar de convergência quadrática, o método possui convergência condicionada a passos de
tempo pequenos conforme o número de pontos na malha aumenta (influência gradativa
do gradiente de umidade no ińıcio da infiltração). Contudo, para outras combinações de
parametros contidos na segunda tabela do Anexo 3, é posśıvel perceber que o esquema
EI—NR é capaz de convergir para solos mais secos. Nos casos em que há convergência,
apresenta, em geral, resultados excelentes.

Ainda em relação às tabelas do Anexo 3, no que se refere ao total de iterações, a malha
espacial deve ter um tipo de refinamento que é proporcional ao passo de tempo. Em outras
palavras, existe uma barreira de estabilidade para o método de Newton-Raphson, o que
quer dizer que há um ponto a partir do qual não há mais convergência, dado pelo número
de Courant.
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Figura 18: Simulações para o esquema EI—NR
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Em adição, de acordo com os dados da segunda tabela no Anexo 3, houve muita
dificuldade em gerar soluções para o ńıvel de saturação h0 = −800 cm, só sendo posśıvel
considerando 41 pontos na malha e passo de tempo pequeno. Tal fato ocorreu devido
à condição inicial do método de Newton-Raphson, que faz com que o esquema divirja.
Para situações envolvendo gradientes de umidade muito ı́ngremes, o chute inicial deve ser
muito preciso, pois caso contrário o esquema EI—NR diverge.

Tabela 5: Esforço computacional para o esquema EI—NR.

Esforço computacional — Esquema 3 (EI—NR)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 5023 4884 1461 — — 1080498 —
Tempo computacional (s) 1,22 0,69 0,22 — — 120,14 —

O comportamento do decaimento do erro para o primeiro passo de tempo, indicado
na Figura 18(c), é mais regular, sem oscilações, e foi observado que quanto maior o passo
de tempo, mais baixa é a taxa de convergência. Entretanto, mesmo em condição de solo
mais seco e com passo de tempo maior (caso 6), o número de iterações mı́nimo para
se ter erro à nivel de precisão de máquina foi menor que 15 para todos espaçamentos
de malha em que houve convergência. Não foi percebida grandes variações nas taxas
de convergência quando se compara solos mais e menos secos, evidenciando o poder do
método de Newton-Raphson como técnica de linearização nos casos em que converge.

Ainda sobre o erro, conforme o ńıvel de saturação diminui, as soluções se tornam
ligeiramente menos precisas, mas comparando com aquelas de outros esquemas, são mais
precisas.

Em termos do total de iterações, a primeira tabela do Anexo 3 e a Tabela 5 evi-
denciam que os resultados obtidos são bem menores quando se compara com todos os
esquemas. Conforme aumenta-se o número de pontos na malha, essa diferença tende a
ser menor, mas mesmo assim os valores são mais baixos. Para passo de tempo fixado,
o total de iterações variou muito pouco conforme aumenta-se o número de pontos na
malha, comportamento também percebido no esquema EI—PM. Isto é indicativo que o
método de Newton-Raphson lida bem com a influência do gradiente de umidade no ińıcio
da infiltração, nos casos em que converge.

Em termos do número de iterações em função dos tempos f́ısicos (Figura 18(b)), mesmo
considerando baixos ńıveis de saturação, os valores começam abaixo de 20, e rapidamente
decaem, se estabilizando com valores entre 3 e 5. No geral, os resultados para os casos
em que houve convergência são bastante similares entre si.

4.3 Metodologia Dual-Time Stepping (DTS)

Uma diferença considerável quando se trabalha com as metodologias DTS em de-
trimento dos esquemas tradicionais é a simplicidade de implementação, pois apesar dos
esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 também serem impĺıcitos no tempo
f́ısico, agora as equações são resolvidas explicitamente no pseudotempo, sendo este um
novo parâmetro numérico para as simulações. Sendo assim, uma breve discussão é suge-
rida, como segue.
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4.3.1 Estudo preliminar do ∆τ ótimo

Para as metodologias DTS, é preciso se preocupar com mais um parâmetro, ∆τ , que
representa o passo no pseudotempo. O esforço computacional foi otimizado, de acordo com
o ∆τ fixado. Foram empregadas nas simulações o ∆τ que minimizou o total de iterações.
Para isto, para cada conjunto de ∆z e ∆t, variou-se ∆τ em três valores diferentes, e em
seguida foi feito um fit, com o objetivo de encontrar o ∆τ ótimo, que minimiza o total de
iterações após 360 segundos de infiltração. As Figuras 19(a), (b) e (c) mostram exemplos
desta esquemática.
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Figura 19: Estudo de otimização do parâmetro ∆τ

Inspecionando as tabelas dos Anexos 4, 5, 6 e 7 e as Figuras 19(a), (b) e (c), foi
observado ∆τótimo = ∆t ou ∆τótimo < ∆t em algumas situações, e ∆τótimo << ∆t em
outras. Também, para ∆z e ∆t fixados, quanto menor for ∆τ , o esforço computacional
aumenta.

Em adição, foi percebido que quanto maior ∆t, maior é o desvio em relação a ∆τ .
Este efeito é mais pronunciado para solos com menores ńıveis de saturação.

Nos Anexos 4, 5, 6 e 7 constam os valores de passo no pseudotempo ótimos para os
vários conjuntos de parâmetros numéricos, para todos os esquemas DTS.

4.3.2 EI — EE

O método de Euler expĺıcito no pseudotempo torna o processo iterativo lento quando
se considera ńıveis de saturação intermediários ou baixos, sendo bastante ŕıgido para
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convergir em tais situações, aumentando, consequentemente, o esforço computacional,
vide Tabelas 6, 8 e Anexos 4 e 6. Apesar disso, a Figura 20(a) indica que foi posśıvel
obter soluções numéricas em todos os sete casos selecionados, o que mostra que o esquema
EI—EE é mais robusto frente ao tradicional esquema EI—P.

Para os casos envolvendo solo mais úmido (1, 2 e 3), o esquema foi competitivo com
os esquemas tradicionais em termos do número de iterações por tempo f́ısico (Figuras
16(b), 17(b), 18(b) e 20(b)), total de iterações e tempo computacional (Tabelas 3, 4, 5 e
6), enquanto que as taxas de convergência são consideravelmente piores (Figuras 16(c),
17(c), 18(c) e 20(c)), com exceção do caso 2, que demandou pouco mais de 80 iterações
para que o erro se estabilizasse à ńıvel de precisão de máquina.
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E
R
R
O

Caso 1
Caso 2
Caso 3
Caso 4
Caso 5
Caso 6
Caso 7

(c) Decaimento do erro para o primeiro
passo de tempo f́ısico

Figura 20: Simulações para o esquema EI—EE

Já para os casos 4, 5, 6 e 7, que trabalham com menores ńıveis de saturação, há uma
grande influencia do gradiente de umidade formado no ińıcio da infiltração, englobando
mais erros no processo iterativo, diminuindo, portanto, a taxa de convergência considera-
velmente. Entretanto, o caso 6 tem taxa ligeiramente mais alta por trabalhar com passo
de tempo menor.

Em adição, as curvas de iterações para os casos 4 e 7 não foram mostradas na Figura
20(b), já que os valores médios foram, respectivamente, 6245 e 125894 iterações por passo
de tempo f́ısico. Apesar disto, o esquema EI—EE pode ser uma opção viável para gerar
soluções para o caso 4, já que o tempo computacional não é significantemente maior que o
apresentado no esquema EI—PM. É importante reiterar que este é um esquema expĺıcito
e o ńıvel de saturação no caso 4 é intermediário.
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Foi observado que conforme aumenta-se o número de pontos na malha e diminuem-se
o passo de tempo f́ısico e o ńıvel de saturação no solo, o número de iterações por tempo
f́ısico e o total de iterações aumentam consideravelmente, elevando, consequentemente, o
tempo computacional (Figura 20(b) e Tabela 6).

Tabela 6: Esforço computacional para o esquema EI—EE.

Esforço computacional — Esquema 4 (EI—EE)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 16382 7948 4483 2248129 160890000 50509000 45321600
Tempo computacional (s) 5,52 2,84 0,94 138,93 18929,55 3675,73 2782,50

As Figuras 20(b) e (c) destacam que ao variar-se o ńıvel de saturação entre os casos 3 e
4, o número de iterações aumenta muito (e a taxa de convergência diminui bastante). Por-
tanto, para solos mais secos e/ou com muitos pontos na malha, estratégias para acelerar
a convergência são desejáveis.

De acordo com as tabelas dos Anexos 1, 2, 3 e 4, em termos do total de iterações e
considerando condição de solo mais úmido, o esquema EI—EE é competitivo com os outros
esquemas tradicionais quando se considera número de pontos na malha menores ou iguais
a 81, e intervalo de passo de tempo compreendido entre 0,1 e 5 segundos, enquanto que
para solos mais secos, o esquema EI—EE tende a ser competitivo quando se considera h0
= -200 cm, número de pontos na malha menores ou iguais a 41 e passo de tempo menores
ou iguais a 0,0005 s.

Para nenhuma metodologia DTS foram gerados resultados para h0 < −400cm, pois
os códigos nestas situações demoraram muito para convergir. De fato, os gradientes de
umidade são mais ı́ngremes para tais ńıveis de saturação, tornando os tempos de execução
consideravelmente maiores do que quando h0 = −400cm.

4.3.3 EI — RK4

Considerando a Figura 21(a), o esquema EI — RK4 não foi capaz de gerar soluções
para o caso 7, que possui configuração de parâmetros associado à solo mais seco e com
maior passo de tempo.

Ao avaliar o impacto nas taxas de convergência do processo iterativo no pseudotempo
pelos esquemas EI—EE e EI — RK4 (Figuras 20(c) e 21(c)), o método de Runge-Kutta
de 4a ordem expĺıcito é uma ótima técnica, já que as taxas de convergência dos casos 1, 2
e 3 aumentaram bastante, demandando, respectivamente, 40, 30 e 60 iterações para que
o erro chegue à nivel de precisão de máquina, representando uma opção viável frente aos
esquemas tradicionais em tais casos. Em relação ao caso 6, houve melhora considerável
na taxa de convergência, onde a curva do erro foi decaindo à ordem de 10−11 com 200
iterações, sem ter se estabilizado ainda. Entretanto, para os casos 4 e 5 não houve melhora
significativa, pois as taxas de convergência variaram muito pouco até a 200a iteração. Isto
se reflete na Tabela 7 e na Figura 21(b), com os altos números de iteração por passo de
tempo f́ısico e total de iterações em tais casos. Com isto, a adoção do método de Runge-
Kutta de 4a ordem como técnica de linearização das equações discretas melhorou, no geral,
a precisão no pseudotempo, já que o método de Euler expĺıcito é de primeira ordem. Além
disso, a estabilidade do método de Runge-Kutta de 4a ordem é maior.

Em termos de solução final, quando se tem mais precisão (caso 5, com menor passo
de tempo e mais pontos na malha) a solução é melhor, ao passo que ao considerarmos o
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N
Ú
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Figura 21: Simulações para o esquema EI—RK4

caso 6, onde o número de pontos na malha é menor, a solução piora (fatos evidenciados
na Figura 21(a)).

Já a Figura 21(b) mostra o número de iterações em função dos passos de tempo f́ısico,
cujos resultados são semelhantes em relação ao esquema anterior. A curva de iterações
do caso 4 não foi mostrada pois apresentou média de 4300 iterações por passo de tempo.

É importante pontuar que em termos de esforço computacional, os resultados dos
sete casos presentes na Tabela 7 são um pouco piores do que aqueles vindos do esquema
EI—EE, principalmente no que se referem à tempo computacional (Tabela 6). Para
algumas combinações de parâmetros presentes nas tabelas do Anexo 5, o total de iterações
é comparável ao dos esquemas anteriores, entretanto os resultados do esquema EI —
RK4 demoraram mais para serem produzidos. Isto é esperado, pois em cada iteração no
pseudotempo, o método de Runge-Kutta de 4a ordem executa os cálculos em 4 etapas,
tornando os custos computacionais mais caros, principalmente quando se trabalha com
solos mais secos.

Tabela 7: Esforço computacional para o esquema EI—RK4.

Esforço computacional — Esquema 5 (EI—RK4)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 35821 23570 12107 1548083 162150000 46079000 —
Tempo computacional (s) 19,80 8,14 3,62 382,56 76284,07 11959,22 —

Continuando a avaliar as tabelas do Anexo 5, considerando o menor ńıvel de sa-
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turação, os códigos não convergiram para passos de tempo maiores ou iguais a 1 segundo
e número de pontos na malha maiores que 21. Nestas situações o gradiente de umidade
vai se tornando mais ı́ngreme, e pelo passo de tempo ser relativamente grande, mais er-
ros são incorporados ao processo iterativo no ińıcio da infiltração. Já para o ńıvel de
saturação intermediário e passos de tempo pequenos, o total de iterações é muito discre-
pante em relação ao esquema anterior, mesmo considerando poucos pontos na malha. Tais
evidências são indicativos que o esquema EI — RK4 é mais influenciado pelo gradiente
de umidade no ińıcio do processo de infiltração h́ıdrica.

4.3.4 CN — EE

Comparando com o esquema EI—EE, agora o método no pseudotempo é fixado, e
a técnica adotada no tempo f́ısico muda. É esperado que o método de Crank-Nicolson
melhore tanto a precisão no tempo f́ısico quanto as taxas de convergência, já que, frente
ao método de Euler implicito, esta é uma técnica de segunda ordem no tempo.
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Figura 22: Simulações para o esquema CN—EE

O método de Crank-Nicolson é condicionalmente estável, enquanto que o método
de Euler impĺıcito é incondicionalmente estável, ou seja, teoricamente, para problemas
lineares, o método de Euler impĺıcito poderia gerar solução para qualquer ∆t, entretanto,
na prática, é sabido que isso não acontece, já que o problema a ser resolvido é não-linear

59



e, portanto, vai ter uma barreira de estabilidade. Em adição, o método de Crank-Nicolson
depende de uma configuração de parâmetros favorável para que ele seja estável e funcione,
tendo uma região de estabilidade mais limitada do que o método de Euler impĺıcito, sendo
esperado não haver convergência de soluções para números de pontos na malha muito
grandes e passos de tempo relativamente grandes. De fato, inspecionando as tabelas do
Anexo 6, quando se considera ńıvel de saturação h0 = −61, 5 cm, houve convergência para
∆z ≤ 0,125 cm somente para passos de tempo menores que 10−2, sendo posśıvel perceber
também que à medida em que se aumenta ∆z, o passo no tempo ∆t também aumenta
proporcionalmente, pois o número de Courant precisa ser menor que um limite máximo.
No geral, o método de Crank-Nicolson melhorou os resultados de total de iterações, além
da taxa de convergência de alguns dos sete casos, quando compara-se com o esquema
EI—EE (vide Tabelas 6 e 8; Figuras 20(c) e 22(c)).

A Figura 22(a) indica que houve convergência em todos os sete casos, e os resultados
obtidos são melhores do que aqueles vindos do esquema EI—EE, evidenciando que o
método de Crank-Nicolson como aproximação no tempo f́ısico melhora os resultados.

A avaliação do número de iterações em função dos passos de tempo f́ısico (Figura
22(b)) mostra uma pequena melhora somente para o caso 6, não sendo percept́ıvel para
os outros casos. A curva de iterações para os casos 4 e 7 não foram representadas, pois
os valores médios de iterações por passo de tempo f́ısico foram, respectivamente, 6127 e
123166.

Tabela 8: Esforço computacional para o esquema CN—EE.

Esforço computacional — Esquema 6 (CN—EE)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 14628 6634 3691 2205867 160880000 44578000 44340000
Tempo computacional (s) 5,23 2,75 0,87 136,28 19494,46 3293,62 2722,03

Em relação às taxas de convergência para o primeiro passo de tempo f́ısico, mostradas
na Figura 22(c), houve melhora significativa para os casos 1, 2, 3 e 6, onde para os três
primeiros, foram necessários, respectivamente, 150, 60 e 170 iterações para o que o erro
decaia à ńıvel de precisão de máquina. Para o caso 6, o erro não conseguiu se estabilizar
com 200 iterações, porém a solução é mais precisa do que aquela vinda do esquema
EI—EE. Para os outros casos, não houve mudanças significativas, pois o conjunto de
parâmetros não favoreceu tais melhorias.

Falando em esforço computacional, ao analisar a Tabela 8 é posśıvel perceber que
os resultados do esquema CN—EE são ligeiramente melhores que aqueles do esquema
EI—EE, o que corrobora e justifica a utilização do método de Crank-Nicolson como
aproximação no tempo em detrimento do método de Euler impĺıcito.

4.3.5 CN — RK4

A adoção do método de Runge-Kutta de 4a ordem no pseudotempo melhora bastante
as taxas de convergência de alguns casos trabalhados quando se compara com o esquema
CN—EE. Em adição, em comparação ao esquema EI—RK4, aqui tem-se um esquema
mais robusto, pois foi capaz de gerar solução numérica para o caso 7.

Na Figura 23(c) é apresentado o comportamento do decaimento do erro para o primeiro
passo de tempo f́ısico. Para os casos 1, 2 e 3 o número de iterações mı́nimo decaiu para
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valores menores ou iguais a 40, e para o caso 6, a taxa de convergência melhorou bastante,
chegando à ordem de 10−11 com 200 iterações. Para os outros casos, não houve melhora
significativa nas taxas de convergência.
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Figura 23: Simulações para o esquema CN—RK4

Tabela 9: Esforço computacional para o esquema CN—RK4.

Esforço computacional — Esquema 7 (CN—RK4)
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Total de iterações 33944 23556 8463 1519212 162140000 46077000 39871000
Tempo computacional (s) 19,22 8,21 2,81 378,13 73818,72 12085,97 9875,71

Como foi dito, o método de Runge-Kutta de 4a ordem torna o processo iterativo
mais caro, já que o tempo computacional aumenta frente ao método de Euler expĺıcito,
entretanto o total de iterações não necessariamente aumenta devido a isto, como consta
nas Tabelas 6, 7, 8 e 9.

Novamente, devido ao fato do método de Crank-Nicolson ser condicionalmente estável,
uma rápida inspeção às tabelas do Anexo 7 mostra que, a depender do conjunto de
parâmetros escolhidos, o esquema nao converge. Em relação ao número de iterações em
função dos passos de tempo f́ısico presentes na Figura 23(b), as curvas de iterações para
os casos 4 e 7 não foram mostradas, pois apresentaram média de iterações por passo de
tempo f́ısico de, respectivamente, 4220 e 110752.
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4.4 Comparações Entre Esquemas

Com o objetivo de verificar diretamente a viabilidade e a competitividade entre os
esquemas, serão mostrados rapidamente os gráficos de soluções, iterações por passo de
tempo f́ısico, decaimento do erro para o primeiro passo de tempo, além das tabelas com
total de iterações e tempo computacional para cada um dos sete casos selecionados.

4.4.1 Caso 1

Todos os esquemas convergiram com o conjunto de parâmetros do caso 1, estando as
soluções muito próximas umas das outras, evidência ilustrada na Figura 24(a).
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Figura 24: Simulações para o caso 1

Os esquemas EI—EE e CN—EE foram os que tiveram as piores taxas de convergência,
segundo a Figura 24(c). Entretanto, o esquema CN—EE conseguiu estabilizar o erro com
menos de 200 iterações, pois trabalha com passo de tempo menor. Já os esquemas EI—
PM e EI—NR apresentaram as melhores taxas de convergência. Os esquemas EI—RK4
e CN—RK4 tiveram comportamentos semelhantes neste aspecto, entretanto o esquema
EI—RK4 gerou a solução mais precisa de todas, pois faz uso do método de Runge-Kutta
de 4a ordem no pseudotempo.
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É interessante pontuar que os esquemas EI—RK4 e CN—RK4 apresentaram resultados
melhores do que o tradicional esquema EI—P no que se refere ao decaimento do erro para
o primeiro passo de tempo, apesar de terem sido os esquemas que demandaram os maiores
números de iterações por passo de tempo f́ısico.

A Figura 24(c) também mostra que os esquemas EI—EE e CN—EE, que possuem em
comum o método de Euler expĺıcito como aproximação no pseudotempo, apresentaram
um alto número de iterações no ińıcio da infiltração até atingirem a tolerância estipulada,
ou seja, tais esquemas tiveram maior dificuldade em lidar com o gradiente de umidade
neste instante. Para o esquema EI—EE, por exemplo, foram necessárias 350 iterações
para que o erro se estabilizasse à nivel de precisão de máquina para o primeiro passo
de tempo, e em relação ao segundo passo de tempo, com 32 iterações o erro já estava
estabilizado.

Em relação ao esforço computacional, todos os esquemas da Tabela 10 apresentaram
bons resultados, não havendo valores muito discrepantes entre si.

Portanto, para o caso 1, que trabalha com solo mais úmido, maior número de pontos
na malha e menor passo de tempo, todos os esquemas são indicados para resolvê-lo,
principalmente quando se considera os esquemas expĺıcitos EI—RK4 e CN—RK4 em
detrimento do tradicional esquema EI—P.

Tabela 10: Esforço computacional para o caso 1.

Esforço computacional — Caso 1
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações 8811 8801 5023 16382 35821 14628 33944
Tempo computacional (s) 0,86 1,17 1,22 5,52 19,80 5,23 19,22

4.4.2 Caso 2

Novamente, todos os esquemas foram capazes de gerar soluções (vide Figura 25(a)).
Quando se compara com o caso 1, a única diferença reside no fato de que o caso 2 possui
metade dos pontos na malha. Isto fez a diferença, principalmente no que se refere ao
decaimento do erro para o primeiro passo de tempo mostrado na Figura 25(c), aumentando
a taxa de convergência de todos os métodos no geral. Contudo, o esquema EI—EE
foi o que mais se beneficiou, melhorando consideravelmente o comportamento do erro,
apresentando, entretanto, a pior das taxas de convergência pela segunda vez. Dentre as
metodologias DTS, os esquemas EI—RK4 e CN—RK4 foram o que mais se destacaram
nesse aspecto.

Avaliando a Figura 25(b), que contém o número de iterações em função dos passos
de tempo f́ısicos, os esquemas EI—RK4 e CN—RK4 também apresentaram os maiores
valores. Também, os esquemas EI—EE e CN—EE apresentaram valores de iterações
mais altos no ińıcio da infiltração, assim como no caso 1, entretanto como o número de
pontos aqui é menor, o gradiente de umidade não é tão ı́ngreme quanto no caso anterior.
Apesar disso, rapidamente as curvas de iterações destes esquemas decaem e se estabilizam,
apresentando, a partir dáı, resultados semelhantes aos esquemas impĺıcitos tradicionais
EI—P, EI—PM e EI—NR.

Falando de esforço computacional, os resultados da Tabela 11 não são muito discre-
pantes entre si, já que o ńıvel de saturação aqui é associado à solo mais úmido e o número
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Figura 25: Simulações para o caso 2

Tabela 11: Esforço computacional para o caso 2.

Esforço computacional — Caso 2
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações 7467 7458 4884 7948 23570 6634 23556
Tempo computacional (s) 0,48 0,66 0,69 2,84 8,14 2,75 8,21

de pontos na malha não é grande. Diante disto, todos os esquemas numéricos são re-
comendados para encontrar uma solução para o caso 2, e mais uma vez os esquemas
EI—RK4 e CN—RK4 apresentaram resultados melhores no que se refere às melhores
taxas de convergência frente ao tradicional esquema EI—P (Figura 25(c)).

4.4.3 Caso 3

Pela Figura 26(a), todos os esquemas foram capazes de gerar soluções. Em relação ao
caso 2, aqui o passo de tempo é maior, afetando mais as taxas de convergência presentes na
Figura 4.26 inferior, tornando-as piores, de forma mais acentuada nos esquemas EI—EE
e CN—EE.

Ainda, apesar do menor número de pontos na malha, o passo de tempo maior engloba
mais erros durante o processo iterativo, de forma que os esquemas EI—EE e CN—EE
apresentaram maior dificuldade em convergir para o primeiro passo de tempo f́ısico, apre-
sentando altos valores de iterações no ińıcio do processo de infiltração. Para o esquema
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Figura 26: Simulações para o caso 3

EI—EE, foram necessárias 270 iterações para que o erro estabilizasse à nivel de precisão
de máquina. Dentre os esquemas DTS, o esquema CN—RK4 apresentou a melhor taxa
de convergência.

Observando o número de iterações em função dos passos de tempo fisicos pela Figura
26(b), o comportamento dos esquemas foi semelhante aos outros casos anteriores. Já
quando se considera esforço computacional, a Tabela 12 sugere que todos os esquemas
são indicados para gerarem soluções para o caso 3, com destaque para o esquema CN—
RK4, que apresentou a solução mais precisa.

Tabela 12: Esforço computacional para o caso 3.

Esforço computacional — Caso 3
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações 2696 2666 1461 4483 12107 3691 8463
Tempo computacional (s) 0,17 0,20 0,22 0,94 3,62 0,87 2,81

4.4.4 Caso 4

Neste caso, tem-se um solo inicialmente mais seco, com ńıvel de saturação inter-
mediário, que é uma condição mais adversa e desafiadora, pois a descontinuidade existente
entre as condições inicial de umidade e a de contorno no topo da coluna de solo é maior.
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Os esquemas tradicionais EI—P e EI—NR não foram capazes de gerar soluções com a
configuração de parâmetros do caso 3, devido aos problemas de conservação de massa da
equação de Richards na forma h e ao chute no método de Newton-Raphson. Apesar disso,
de acordo com a Figura 27(a), todos os esquemas DTS geraram soluções numéricas para
o caso em questão.

Devido ao fato dos esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 serem expĺıcitos
no pseudotempo, os resultados obtidos são muito discrepantes em relação ao tradicional
esquema EI—PM em todos os aspectos. Tal evidência pode ser constatada pelas Figuras
27(a), (b) e (c), e também pela Tabela 13. Sem dúvidas, focando no número de iterações
em função dos passos de tempo f́ısicos, os esquemas EI—EE e CN—EE e os esquemas
EI—RK4 e CN—RK4, entre si, tiveram comportamentos semelhantes, mas a adoção do
método de Runge-Kutta de 4a ordem no pseudotempo para os esquemas EI—RK4 e CN—
RK4 fez com que o número de iterações por passo de tempo fossem aproximadamente 50%
menores. Neste contexto, o esquema CN—RK4 apresentou o melhor resultado, mostrando
mais uma vez que o método de Crank-Nicolson no tempo pode proporcionar melhorias
nos resultados.
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Figura 27: Simulações para o caso 4

Pela Figura 27(c), as curvas do erro para o primeiro passo de tempo f́ısico para os
esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 apresentaram taxas de convergência
todas muito baixas. De fato, o número de iterações para estabilização do erro no primeiro
passo de tempo f́ısico para tais esquemas foi, respectivamente, 12418, 8316, 12579 e 8509,
e para o segundo passo de tempo, 12738, 8632, 12603 e 8543. Tais resultados podem
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ser explicados pelo fato de que além do ńıvel de saturação ser menor, o passo de tempo
adotado é maior.

Tabela 13: Esforço computacional para o caso 4.

Esforço computacional — Caso 4
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações — 2803 — 2248129 1548083 2205867 1519212
Tempo computacional (s) — 0,28 — 138,93 382,56 136,28 378,13

Em termos de esforço computacional, pela Tabela 13 é percept́ıvel que diferenças os
entre esquemas começam a se tornar mais pronunciadas. Fazendo comparações entre
os esquemas EI—EE e CN—EE e os esquemas EI—RK4 e CN—RK4, eles apresentaram
entre si resultados similares, e aqueles com o método de Euler expĺıcito como aproximação
no pseudotempo apresentaram os menores tempos de execução, apesar de requererem
totais de iterações maiores, o que reforça o fato de que o método de Runge-Kutta de 4a

ordem no pseudotempo tende a elevar os custos computacionais, já que demandam um
menor número de iterações às custas de mais tempo de execução, e como este caso envolve
uma situação mais desafiadora, a diferença entre os esquemas EI—RK4 e CN—RK4 e os
esquemas tradicionais começa a se tornar mais pronunciada.

Para o caso 3, o esquema EI—PM teve indiscutivelmente o melhor desempenho em
todos os aspectos, já que é aplicado à equação de Richards na forma mista, que goza da
propriedade de conservação de massa.

Em resumo, comparando com os esquemas EI—P e EI—NR, qualquer esquema DTS
leva vantagem, pelo simples fato de terem conseguido gerar soluções numéricas. Em
geral, os esquemas EI—PM, EI—EE e CN—EE são opcões viáveis para o caso 4, já
que as soluções estão muito próximas umas das outras, e o tempo de execução não é
demasiadamente longo.

4.4.5 Caso 5

Tem-se agora um problema com passo de tempo menor, com duas vezes mais pontos
na malha, e o ńıvel de saturação é associado a um solo duas vezes mais seco em relação
ao caso anterior.

Estes dois últimos fatores, juntos, fazem com que o gradiente de umidade se torne
bastante ı́ngreme, e, portanto, são esperados resultados associados à uma convergencia
lenta, além de um alto número de iterações no processo iterativo. Entretanto, como o
passo de tempo é menor, são previstas taxas de convergência ligeiramente melhores que
as do caso anterior.

De fato, ao analisar a Tabela 14, com exceção do esquema tradicional EI—PM, que
gerou solução em pouco menos de 3 minutos, os esquemas expĺıcitos EI—EE e CN—EE
demoraram pouco mais de 5 horas, enquanto que os esquemas EI—RK4 e CN—RK4
demandaram quase 21 horas de simulação. A Tabela 14 também indica que o total de
iterações dos esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 são muito semelhantes,
entretanto os esquemas EI—RK4 e CN—RK4 tiveram tempos de processamento apro-
ximadamente 4 vezes maiores do que os tempos dos esquemas EI—EE e CN—EE. Isto
evidencia que em situações mais adversas, a utilização do método de Runge-Kutta de 4a

ordem no pseudotempo eleva os custos computacionais consideravelmente. Em adição,
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Á
U
L
IC

A
(C

M
)

EI-PM
EI-EE
EI-RK4
CN-EE
CN-RK4

(a) Soluções (360 segundos)

0 10 20 30 40 50 60

100

200

300

400

500

600

700

800

PASSO DE TEMPO FÍSICO
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Figura 28: Simulações para o caso 5

pelos mesmos motivos comentados na subseção anterior, não foi posśıvel gerar soluções
usando os esquemas EI—P e EI—NR.

Em termos do número de iterações por tempo f́ısico, a Figura 28(b) deixa claro que
todos os quatro esquemas expĺıcitos no pseudotempo tiveram comportamentos muito se-
melhantes, já que as curvas de iterações estão praticamente umas em cima das outras. Já
o esquema EI—PM teve um ótimo desempenho, apresentando uma média de 3 iterações
por passo de tempo f́ısico.

Tabela 14: Esforço computacional para o caso 5.

Esforço computacional — Caso 5
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações — 1087135 — 160890000 162150000 160880000 162140000
Tempo computacional (s) — 170,75 — 18929,55 76284,07 19494,46 73818,72

Falando de decaimento do erro no primeiro passo de tempo f́ısico (Figuras 27(c) e
28(c)), as taxas de convergência para os esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—
RK4 estão ligeiramente maiores do que aquelas do caso 4, mas ainda estão muito ruins.
Entre si, os esquemas EI—EE e CN—EE e os EI—RK4 e CN—RK4 tiveram comporta-
mentos próximos, com maiores taxas para aqueles com o método de Euler expĺıcito no
pseudotempo. O número de iterações para que o erro se estabilizasse à nivel de precisão
de máquina para os esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 foram, respecti-
vamente, 753, 1291, 1019 e 1289, e para o segundo passo de tempo, 1350, 1364, 1346 e
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1360. Por outro lado, o esquema EI—PM apresentou uma taxa de convergência bastante
alta, estabilizando a curva do erro com 20 iterações para o primeiro passo de tempo f́ısico.

Considerando solos muito secos e com muitos pontos na malha, os esquemas EI—
EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 não são recomendados aqui, pois a convergência
neste caso é muito lenta. Entretanto, em detrimento dos esquemas EI—P e EI—NR, os
esquemas expĺıcitos são mais robustos, pois foram capazes de gerar soluções. Por fim, o
esquema EI—PM teve um desempenho excelente para o conjunto de parâmetros do caso
5.

4.4.6 Caso 6
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Figura 29: Simulações para o caso 6

Somente o tradicional esquema EI—P não foi capaz de gerar soluções, vide Figura
29(a). Em comparação com o caso 5, a única modificação é o número de pontos na malha,
que caiu pela metade. Com isto, é esperado que o total de iterações, o tempo computa-
cional e o número de iterações por passo de tempo f́ısico diminuam, principalmente nos
esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4, aumentando posśıvelmente as taxas
de convergência para o primeiro passo de f́ısico.

De fato, segundo as Figuras 29(b) e (c), em relação ao número de iterações em função
dos tempos f́ısicos e decaimento do erro para o primeiro passo de tempo, foi observado que
o esquema CN—EE apresentou resultados ligeiramente melhores quando comparados com
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os esquemas EI—EE, EI—RK4 e CN—RK4. Entretanto, nenhum dos esquemas DTS foi
capaz de estabilizar o erro à ńıvel de precisão de máquina com 200 iterações, requerendo
para tal, respectivamente, 294, 271, 240 e 332 iterações, e para o segundo passo de tempo,
367, 334, 319 e 331, valores menores do que aqueles do caso 5.

O esquema CN—EE se destacou no número de iterações por tempo f́ısico, no total
de iterações, no menor tempo computacional e na maior taxa de convergência quando se
compara com os outros esquemas expĺıcitos, mas apesar disso, os resultados de tempo
computacional são altos, sendo necessário aguardar quase 55 minutos para que a solução
numérica seja gerada, enquanto que os esquemas EI—PM e EI—NR demandaram tempos
computacionais de, respectivamente, 97 e 120,14 segundos (Tabela 15).

Tabela 15: Esforço computacional para o caso 6.

Esforço computacional — Caso 6
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações — 1083202 1080498 50509000 46079000 44578000 46077000
Tempo computacional (s) — 97 120,14 3675,73 11959,22 3293,62 12085,97

A Figura 29(c) ilustra o fato de que a solução mais precisa foi gerada pelo esquema
EI—NR, além de ter a melhor taxa de convergência, juntamente com o esquema EI—PM,
e para os esquemas DTS, eles só são competitivos com o esquema EI—P, que nao foi
capaz de gerar solução.

4.4.7 Caso 7

Segundo a Figura 30(a), não foi posśıvel obter soluções numéricas usando os esquemas
EI—P, EI—NR e EI—RK4. No caso 7, a diferença significativa em relação ao caso 6 é que
agora o passo de tempo é maior. O esquema EI—RK4 não foi capaz de gerar soluções, já
que ao considerarmos ńıvel de saturação h0 = −400cm e 41 pontos na malha, só houve
convergência para ∆t < 1s, conforme a segunda tabela do Anexo 5.

Em termos do total de iterações, não houve uma variação significativa em relação
ao caso 6 (Tabelas 15 e 16). Porém, isto causou impacto no número de iterações por
ńıvel de tempo f́ısico, que ficou acima de 100000 nos esquemas EI—EE, CN—EE e CN—
RK4, pois em comparação com o caso 5, agora o passo de tempo é maior. O esquema
CN—RK4 apresentou os melhores resultados neste aspecto. Comparando os esquemas
EI—EE e CN—EE, o método de Crank-Nicolson como aproximação no tempo novamente
proporcionou ligeira melhora no resultado de iterações por tempo f́ısico, fato retratado na
Figura 30(b).

No caso 5, as soluções obtidas pelos esquemas EI—EE, CN—EE e CN—RK4 estão
ligeiramente distanciadas da solução do esquema EI—PM. Isto pode ser explicado pelo
baixo ńıvel de saturação do solo e passo de tempo relativamente alto, o que faz com que
as taxas de convergência de tais esquemas sejam extremamente baixas, englobando mais
erros durante o processo iterativo (Figuras 30(a) e (c)).

Tabela 16: Esforço computacional para o caso 7.

Esforço computacional — Caso 7
EI—P EI—PM EI—NR EI—EE EI—RK4 CN—EE CN—RK4

Total de iterações — 2922 — 45321600 — 44340000 39871000
Tempo computacional (s) — 0,31 — 2782,50 — 2722,03 9875,71
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Figura 30: Simulações para o caso 7

Para estabilizar o erro no primeiro passo de tempo à nivel de precisão de máquina,
foram necessárias 274424, 272497 e 273491 iterações para os esquemas EI—EE, CN—EE
e CN—RK4, respectivamente, e para o segundo passo de tempo, 276905, 280485 e 280496.

Em termos de tempo computacional, a Tabela 16 mostra que os esquemas EI—EE e
CN—EE demoraram pouco mais de 45 minutos para gerarem uma solução, enquanto que
o esquema CN—RK4 levou quase 3 horas para terminar a simulação.

Novamente, os esquemas DTS com o método de Euler expĺıcito no pseudotempo apre-
sentaram os melhores resultados no que se referem à esforço computacional, e, no geral,
os esquemas expĺıcitos só são competitivos quando as comparações são feitas com os es-
quemas EI—P, EI—NR e EI—RK4, que não foram capazes de gerar soluções quando se
considera essa combinação de parâmetros.
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CAPÍTULO V

CONCLUSÕES

Os esquemas tradicionais EI—P, EI—PM e EI—NR encontrados na literatura apre-
sentam, em geral, resultados satisfatórios. Este trabalho trouxe simulações envolvendo
tais esquemas, inclusive para diferentes ńıveis de saturação no solo, e, de fato, os resulta-
dos são bastante satisfatórios no que se referem a esforço computacional e decaimento do
erro.

Entretanto, quatro outros esquemas expĺıcitos foram apresentados (EI—EE, EI—RK4,
CN—EE e CN—RK4), e foi avaliada a viabilidade de se produzir soluções em diferentes
ńıveis de saturação, fazendo uma discussão com o objetivo de saber até que ponto os
esquemas DTS podem ser competitivos com as técnicas tradicionais. Como estes esquemas
são expĺıcitos no pseudotempo, era esperado que o esforço computacional fosse maior,
principalmente em condições mais adversas.

As simulações dos 7 casos proporcionaram um panorama de aplicabilidade de tais
esquemas. Para os três primeiros casos, todos os esquemas expĺıcitos se mostraram com-
petitivos com as técnicas impĺıcitas tradicionais.

Entretanto, conforme o ńıvel de saturação do solo aumenta, o esforço computacional
tende a aumentar, e, com isto, a competitividade se torna menos acirrada. Para o caso
4, que representa um ńıvel de saturação intermediário com um número não muito grande
de pontos na malha, ainda assim os esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4
se mostraram competentes frente aos esquemas EI—P, EI—PM e EI—NR.

Já para os casos 5, 6 e 7, os esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4 não
se mostraram eficientes em produzir soluções, já que os efeitos da diminuição no ńıvel
de saturação e do aumento do número de pontos na malha prejudicaram a convergência,
aumentando significativamente o esforço computacional. Em adição, as maiores variações
nos tempos computacionais são percebidas quando se muda do ńıvel de saturação in-
termediário para o mais baixo, indicativo de que os esquemas DTS desenvolvidos neste
trabalho de dissertação não são recomendados quando o solo está inicialmente muito
seco, exceto nos casos em que não houve convergência nos esquemas tradicionais EI—P,
EI—PM e EI—NR.

Em geral, o método de Runge Kutta de 4a ordem como aproximação no pseudotempo
eleva os custos computacionais quando comparamos com o método de Euler expĺıcito. Tal
efeito é mais pronunciado quando o ńıvel de saturação é muito baixo. Em adição, a adoção
do método de Runge-Kutta de 4a ordem melhorou bastante as taxas de convergência dos
casos 1, 2 e 3 em detrimento do método de Euler expĺıcito. Também, o método de Crank-
Nicolson como aproximação no tempo f́ısico gera resultados ligeiramente melhores quando
compara-se com o método de Euler impĺıcito.

É preciso pontuar que, de acordo com as tabelas dos Anexos 4, 5, 6 e 7, as simulações
para as técnicas DTS envolvendo solos mais secos só foram feitas até ńıvel de saturação
h0 = −400cm, já que houve grande demora em gerar os resultados. Portanto, para os
esquemas expĺıcitos, técnicas para acelerar a convergência são desejáveis, principalmente
quando se trabalha com baixos ńıveis de saturação no solo, com o objetivo de tornar
tais esquemas mais competitivos frente às técnicas impĺıcitas tradicionais. Pode-se citar
como posśıveis melhorias a utilização de métodos h́ıbridos para melhorar o chute inicial
(possivelmente sendo viável também para o esquema EI—NR), ou a reformulação dos
esquemas EI—EE, EI—RK4, CN—EE e CN—RK4, fazendo uso da equação de Richards
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na forma mista, que, de acordo com os resultados do esquema EI—PM e as tabelas do
Anexo 2, apresentaram resultados excelentes, não havendo nenhuma situação em que não
houvesse convergência. Também, uma outra proposta de melhoria aos esquemas DTS é a
adoção de métodos adaptativos no passo de tempo.
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cursos h́ıdricos.,” Embrapa Semárido-Caṕıtulo em livro cient́ıfico (ALICE), 2007.

[5] W. SILVA, M. SILVA, and T. PIRES, “O uso sustentável ea qualidade da água na
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CAPÍTULO VII

ANEXOS

ANEXO 1: Total de iterações para o esquema EI—P

Total de iterações - Picard (h0 = -61,5cm)

∆t (s)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8

0.1 36744 31917 24030 16421 15531 14804 13304 11351
0.25 17115 15791 12851 8811 7467 6697 6075 5145
0.5 9451 8988 7713 5400 4458 4116 3648 2975
1 5176 5016 4483 3385 2696 2490 2140 1833
2 2807 2769 2557 2076 1626 1542 1219 949
5 1260 1257 1194 1039 910 821 668 474
10 739 729 711 646 577 506 423 298
30 383 377 370 336 286 242 208 152
60 253 253 242 235 195 155 128 102
90 197 197 192 181 147 115 96 78
120 162 151 151 135 116 87 80 60

Parâmetros Total de iterações - Picard (solos mais secos)
∆z (cm) ∆t (s) h0=-200cm h0=-400cm h0=-600cm h0=-800cm

0.5

0.0001 7668117 – – –
0.0005 1750659 – – –
0.001 – – – –
1 – – – –
2 – – – –
10 1082 – – –

1

0.0001 7288317 – – –
0.0005 1611612 – – –
0.001 950278 – – –
1 – – – –
2 – – – –
10 – – – –

2

0.0001 7247616 7281733 – –
0.0005 1530408 – – –
0.001 872250 – – –
1 20486 – – –
2 – – – –
10 – – – –
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ANEXO 2: Total de iterações para o esquema EI—PM

Total de iterações - Picard Modificado (h0 = -61,5cm)

∆t (s)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8

0.1 36733 31911 24002 16363 15429 14589 13376 10800
0.25 17104 15792 12841 8801 7458 6672 5760 4988
0.5 9447 8984 7720 5385 4411 4044 3511 2842
1 5155 5015 4494 3385 2666 2425 2040 1586
2 2785 2765 2563 2084 1629 1491 1165 823
5 1241 1241 1198 1050 905 777 605 406
10 710 707 694 660 595 498 379 229
30 357 355 348 334 313 258 198 103
60 233 232 227 222 201 169 125 62
90 179 178 177 166 152 130 104 52
120 151 151 150 138 127 105 87 43

Total de iterações - Picard Mod. (solos mais secos)
∆z (cm) ∆t (s) h0=-200cm h0=-400cm h0=-600cm h0=-800cm

0.5

0.0001 7740449 7706090 7817708 7965018
0.0005 1851220 2150330 2166470 2168394
0.001 1083504 1087135 1088669 1091206
1 3484 3537 3580 3618
2 2173 2231 2264 2287
10 778 818 839 862

1

0.0001 7485365 7497945 7626150 7766703
0.0005 1749979 2006846 2163194 2160003
0.001 1081672 1083202 1084078 1080262
1 2803 2922 2967 3025
2 1738 1799 1855 1913
10 674 713 732 746

2

0.0001 7376629 7400983 7494835 7588341
0.0005 1623162 1832803 1975239 2149101
0.001 1024099 1080269 1081833 1080481
1 2495 2587 2632 2709
2 1548 1576 1595 1623
10 543 563 588 588
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ANEXO 3: Total de iterações para o esquema EI—NR

Total de iterações - Newton-Raphson (h0 = -61,5cm)

∆t (s)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8

0.1 11409 – 11387 11328 11139 10887 10887 10800
0.25 5070 – – 5023 4884 4688 4416 4393
0.5 2922 2919 – 2903 2886 2817 2516 2260
1 – 1482 – – 1461 1448 1445 1176
2 – 769 764 – 748 733 727 720
5 – – 345 344 – 313 295 294
10 – – – 187 – 184 166 151
30 – – – – 69 – 64 62
60 – – – – 41 – – 31
90 – – – – 29 27 – 24
120 – – – – – 22 – –

Total de iterações - Newton-Raphson (solos mais secos)
∆z (cm) ∆t (s) h0=-200cm h0=-400cm h0=-600cm h0=-800cm

0.5

0.0001 8281174 8285668 8285946 –
0.0005 2141950 2160678 – –
0.001 1080432 – – –
1 – – – –
2 – – – –
10 – – – –

1

0.0001 7982209 7983568 7983937 8001705
0.0005 2025179 2160503 2160535 –
0.001 1080200 1080498 – –
1 – – – –
2 – – – –
10 – – – –

2

0.0001 7621567 7622117 7622160 7697640
0.0005 1818359 2068168 2160553 2160596
0.001 1080208 1080447 1080557 –
1 – – – –
2 – – – –
10 – – – –
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ANEXO 4: Total de iterações para o esquema EI—EE

Total de iterações - Euler Imp. — Euler Exp. (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1

0.00351

1203684

0.0143

315434

0.055

71160 0.099 19065
0.25 1210613 326326 86743

0.2
16382

0.5 1209601 329034 90861 23307
1 1203795 328913 92398

0.21

24545
2 1191891 326413 92358 25492
5 1162228 318845 90702 25468
10 1125737 309270 88428 25058
30 1046052 288756 83011 23766
60 990877 274897 79379 22834
90 959269 267034 77328 22307
120 937384 261612 75914 21941

Total de iterações - Euler Imp. — Euler Exp. (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

1 2 4 8
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 0.099 18273 0.099 18048 0.099 17962 0.099 16407
0.25 0.247 7948 0.247 7320 0.247 7227 0.247 7137
0.5 0.48 5469 0.492 4008 0.492 3645 0.492 3612
1 0.79 4483 0.99 2743 0.99 2085 0.99 1832
2

0.85
5723 1.8 1725 1.9 1293 1.99 991

5 6426

3.2

1364 4.6 656 4.9 491
10 6451 1622 8 480 9.5 305
30

0.84

6118 1659 10.5 483 24 178
60 5892 1579

10
509 27 176

90 6011 1535 526 40 115
120 5946 1605 542 29 167

Euler Imp. — Euler Exp. (Solos mais secos)
h0 = -200cm h0 = -400cm

∆z (cm) ∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações

0.5

0.0001 0.0001 7354307 0.00001 289180000
0.0005 0.0004 6048642 0.00002 159780000
0.001

0.0007

4082087 0.00002 160890000
1 5965505 — —
2 5877448 — —
10 5416949 — —

1

0.0001 0.0001 7301393 0.00007 35382000
0.0005 0.0005 1630210 0.00008 43206000
0.001 0.0007 4048885 0.00007 50509000
1

0.002
2248129

0.00008
45321600

2 2223950 44810997
10 2066169 41466474

2

0.0001 0.0001 7244432 0.00008 27272000
0.0005 0.0005 1566163 0.00009 37603000
0.001 0.0007 3922756 0.0003 11888000
1

0.01
495190

0.0001
36160562

2 490656 35818056
10 463399 33540717
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ANEXO 5: Total de iterações para o esquema EI—RK4

Total de iterações - Euler Imp. — RK4 (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações dtau nº iterações
0.1

0.00351

1221880
0.015

322052 0.048 110385 0.1 55993
0.25 1217859 320220 0.056 94682

0.16
35821

0.5 1213229

0.017

283935 0.06 88185 35434
1 1205626 282051 0.066 80069

0.23

24982
2 1192826 279037 0.068 76995 24674
5 1162617 272075

0.07

73071 24036
10 1125954 263771 70898 23328
30 1046811 246298 66472 21938
60 990945 234587 63578 21044
90 959328 227957 61952 20550
120 937439 223386 60839 20209

Total de iterações - Euler Imp. — RK4 (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

1 2 4 8
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 0.1 55632 0.1 55098 0.1 53596 0.1 51314
0.25 0.25 23570 0.25 23295 0.25 22542 0.25 21913
0.5

0.5
12329 0.5 12115 0.5 11849 0.5 11598

1 12107 1 6266 1 6172 1 6026
2 0.8 7674 2 3234 2 3189 2 3060
5 0.92 6538 2.7 2368 5 1315 5 1284
10

1

5870

3

2071 9 730 10 671
30 5530 1964

12

519 25 265
60 5322 1891 508 38 169
90 5205 1850 497 40 150
120 5125 1822 489 45 127

Euler Imp. — RK4. (Solos mais secos)
h0 = -200cm h0 = -400cm

∆z (cm) ∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações

0.5

0.0001 0.0001 36506000 0.00001 300780000
0.0005 0.0004 10471000 0.00002 162320000
0.001 0.0005 8409090 0.00002 162150000
1 0.0007 5977531 — —
2 0.0007 5898030 — —
10 0.0007 5426566 — —

1

0.0001 0.0001 35680000 0.00006 61011000
0.0005 0.0005 8307197 0.00008 46240000
0.001 0.001 4448958 0.00008 46079000
1 0.003 1548083 — —
2 0.003 1530809 — —
10 0.003 1422413 — —

2

0.0001 0.0001 34445000 0.0001 37693000
0.0005 0.0005 8171137 0.0002 19833000
0.001 0.0001 4318036 0.0002 19692000
1 0.01 498146 0.0003 13359000
2 0.01 493399 0.0003 13231000
10 0.01 464228 0.0003 12399000
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ANEXO 6: Total de iterações para o esquema CN—EE

Total de iterações - CN — Euler Exp. (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 — — — — 0.05 80947 0.1 15561
0.25 — — — — 0.04 119797 0.21 14628
0.5 — — — — — — 0.2 23205
1 — — — — — — 0.16 32292
2 — — — — — — — —
5 — — — — — — — —
10 — — — — — — — —
30 — — — — — — — —
60 — — — — — — — —
90 — — — — — — — —
120 — — — — — — — —

Total de iterações - CN — Euler Exp. (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

1 2 4 8
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 0.1 15020 0.1 14085 0.1 12608 0.1 11485
0.25 0.249 6634 0.249 6006 0.249 5849 0.25 5507
0.5 0.498 4296 0.498 3649 0.498 3089 0.498 2933
1 0.85 3691 0.99 2168 0.99 1857 1 1644
2 0.74 6728 1.7 1835 1.98 1106 1.98 940
5 — — 2.7 1702 4.2 797 4.98 466
10 — — 3 1752 7.49 517 9.98 314
30 — — — — 11 489 22 191
60 — — — — — — 29 184
90 — — — — — — 29 243
120 — — — — — — 29 329

CN — Euler Exp. (Solos mais secos)
h0 = -200cm h0 = -400cm

∆z (cm) ∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações

0.5

0.0001 0.0001 7263400 0.00002 150560000
0.0005 0.0004 6048117 0.00002 159770000
0.001 0.0007 4081885 0.00002 160880000
1 — — — —
2 — — — —
10 — — — —

1

0.0001 0.0001 7323482 0.00007 35382000
0.0005 0.0005 1512802 0.00009 38538000
0.001 0.001 819169 0.00008 44578000
1 0.002 2205867 0.00008 44340000
2 0.002 2160645 0.00008 43312000
10 — — — —

2

0.0001 0.0001 7206097 0.0001 7218340
0.0005 0.0005 1474340 0.0003 9886360
0.001 0.001 780684 0.0003 11888000
1 0.009 538890 0.0003 13122000
2 0.009 530186 0.0003 12855000
10 0.009 497329 0.0003 11882000

83



ANEXO 7: Total de iterações para o esquema CN—RK4

Total de iterações - CN — RK4 (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

0.0625 0.125 0.25 0.5
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 — — — — 0.048 110260 0.1 55891
0.25 — — — — 0.056 94536 0.17 33944
0.5 — — — — — — 0.16 35314
1 — — — — — — 0.23 24910
2 — — — — — — — —
5 — — — — — — — —
10 — — — — — — — —
30 — — — — — — — —
60 — — — — — — — —
90 — — — — — — — —
120 — — — — — — — —

Total de iterações - CN — RK4 (h0 = -61,5cm)
∆z (cm)

1 2 4 8
∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações
0.1 0.1 55634 0.1 55063 0.1 53578 0.1 51320
0.25 0.25 23556 0.25 23321 0.25 22563 0.25 21920
0.5 0.5 12310 0.5 12036 0.5 11844 0.5 11603
1 0.73 8463 1 6232 1 6188 1 6029
2 0.74 8217 1.7 3779 2 3156 2 3079
5 — — 2.7 2357 5 1308 5 1288
10 — — 3 2099 9 750 10 663
30 — — — — 12 545 25 274
60 — — — — — — 38 185
90 — — — — — — 40 211
120 — — — — — — 45 230

CN — RK4 (Solos mais secos)
h0 = -200cm h0 = -400cm

∆z (cm) ∆t (s) ∆τ nº iterações ∆τ nº iterações

0.5

0.0001 0.0001 36506000 0.00002 163830000
0.0005 0.0004 10471000 0.00002 162320000
0.001 0.0004 10282000 0.00002 162140000
1 — — — —
2 — — — —
10 — — — —

1

0.0001 0.0001 35679000 0.00006 61011000
0.0005 0.0005 8307090 0.00008 46240000
0.001 0.001 4448897 0.00008 46077000
1 0.003 1519212 0.00009 39871000
2 0.003 1487600 0.00009 38949000
10 — — — —

2

0.0001 0.0001 34445000 0.0001 37693000
0.0005 0.0005 8171103 0.0002 19833000
0.001 0.001 4317896 0.0002 19691000
1 0.01 490736 0.0003 13124000
2 0.01 481857 0.0003 12856000
10 0.01 451419 0.0003 11882000
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